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Tóm tắt 
Robot hai bánh tự cân bằng (TWMR) là một trong 

những đối tượng để nghiên cứu và thử nghiệm các 

thuật toán điều khiển phi tuyến. Trong quá trình làm 

việc, các tham số của TWMR bị thay đổi dưới tác 

động của tải trọng và nhiễu môi trường, dẫn tới khả 

năng mất ổn định hoặc mất khả năng điều khiển. 

Ngoài ra, TWMR là một hệ thiếu cơ cấu chấp hành do 

vậy, các luật điều khiển cho hệ đủ cơ cấu chấp hành 

không thể áp dụng trực tiếp cho nó. Bài báo này tập 

trung xây dựng một bộ điều khiển thích nghi bền 

vững với các thay đổi của tham số và nhiễu ngoài. 

Nội dung bài báo trình bày kỹ thuật chuyển đổi tọa độ 

để tách hệ phi tuyến xen kênh, kỹ thuật thiết kế bộ 

điều khiển thích nghi bền vững cho TWMR. Các kết 

quả mô phỏng chỉ ra bộ điều khiển đề xuất thích nghi 

bền vững và đáp ứng tốt với sự thay đổi của tham số 

cũng như của nhiễu tác động lên TWMR. 

Từ khóa: Robot hai bánh tự cân bằng (TWMR); Điều 

khiển thích nghi bền vững; Điều khiển phi tuyến cho 

hệ thiếu cơ cấu chấp hành; toán tử proj(.). 

 

 

Abstract: Two-wheeled mobile robot (TWMR) is 

one of the subjects are used for testing nonlinear 

control algorithms. During working time, parameters 

of TWMR are changed under the impact of 

environmental disturbances and the load placed on it, 

in which the designed controller may be capable 

instability or loss of control. Moreover, TWMR is an 

underactuated system where the control laws designed 

for the full-actuated system can not apply directly. 

This paper focused on constracting a robust adaptive 

controller for TWMR with the change of parameters 

and environment noise. The contents of this paper 

present the coordinate transformation techniques for 

decoupling the coupled nonlinear systems, and the 

robust adaptive control design for TWMR. The 

simulation results indicate that the proposed controller 

is robust and adaptive with the change of parameters 

and disturbances. 

Keywords: Two-wheeled mobile robot; Robust 

Adaptive backstepping; Control of underactuated 

system; Operator proj(.); 

 

1. Giới thiệu 
 

Điều khiển thích nghi bền vững các hệ phi tuyến xen 

kênh thiếu cơ cấu chấp hành là đề tài được nhiều nhà 

nghiên cứu về điều khiển quan tâm. Khó khăn đầu 

tiên trong thiết kế điều khiển cho hệ thiếu cơ cấu chấp 

hành là các thuật toán điều khiển cho hệ đủ cơ cấu 

chấp hành không thể áp dụng trực tiếp [1] do vậy cần 

có các giải pháp để chuyển hệ thiếu cơ cấu chấp hành 

về dạng phản hồi chặt từ đó có thể áp dụng các thuật 

toán điều khiển này. Thêm nữa, sự thay đổi tham số 

không biết trước cũng như nhiễu ngoại sinh tác động 

lên hệ cũng là vấn đề thách thức đặt ra khi thiết kế 

điều khiển.  

Robot hai bánh tự cân bằng [2] bao gồm một thanh 

lắc được gắn trên bệ chứa đựng bộ điều khiển và gắn 

động cơ nối với hai bánh xe. Mô hình toán học của 

TWMR được biểu diễn thông qua phương trình 

chuyển động của TWMR dưới dạng hệ phương trình 

phi tuyến. Bài toán bám theo quỹ đạo và ổn định 

thanh lắc ở vị trí thẳng đứng đặt ra đối với TWMR 

bao gồm ba chuyển động là chuyển động để đưa thanh 

lắc về vị trí cân bằng và chuyển động thẳng và quay 

của TWMR để bám quỹ đạo. Với ba chuyển động yêu 

cầu và hai cơ cấu chấp hành, TWMR được phân loại 

thuộc hệ thiếu cơ cấu chấp hành. Định nghĩa và các 

kỹ thuật thiết kế điều khiển cho hệ thiếu cơ cấu chấp 

hành có thể tham khảo trong [3]. 

 

Robot hai bánh tự cân bằng là một đối tượng phi 

tuyến xen kênh [2], là một hệ hở không ổn định [5], 

ngoài việc tham số thay đổi không biết trước [4] thì 

đối tượng còn chịu tác động của nhiễu ngoại sinh. 

Như vậy, để thiết kế được bộ điều khiển cho TWMR 

cần có những giải pháp để có thể tách kênh hệ phi 

tuyến [3], sau đó, chuyển hệ về dạng phản hồi chặt từ 

đó áp dụng các kỹ thuật thiết kế điều khiển khác nhau.  

Điều khiển chuyển động cho TWMR được quan tâm 

vì những khó khăn khi thiết kế điều khiển cho hệ 

thiếu cơ cấu chấp hành và TWMR được sử dụng để 

kiểm chứng các thuật toán điều kiển phi tuyến. Rất 

nhiều các giải pháp đã được đề xuất để giải bài toán 

này bao gồm phương pháp tiếp cận bài toán cũng như 

phương pháp thiết kế bộ điều khiển. Nếu không quan 

tâm tới nhiễu ngoại sinh và hướng chuyển động của 
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TWMR, tác giả trong [6-8] sử dụng phương pháp tiếp 

cận năng lượng thiết kế điều khiển để đưa thanh lắc 

tới điểm cân bằng trên và lắc xung quanh điểm cân 

bằng này. Các nghiên cứu [9,10] sử dụng các kỹ thuật 

thiết kế điều khiển dựa trên phương pháp Lyapunov 

trực tiếp giữ cho TWMR cân bằng. Tác giả [11] sử 

dụng kỹ thuật tổ hợp bão hòa nhằm thiết kễ điều 

khiển sao cho lực điều khiển nằm trong giới hạn 

nhưng vẫn giữ cho TWMR ở vị trí cân bằng. Tiếp tục 

phát triển và mở rộng khi hệ chịu tác động của nhiễu 

ngoại sinh và yêu cầu điều chỉnh hướng chuyển động, 

tác giả [2] đã sử dụng bộ quan sát nhiễu thích nghi kết 

hợp với kỹ thuật tổ hợp bão hòa nhằm loại bỏ ảnh 

hưởng của nhiễu  và giữ cho thanh lắc ở vị trí thẳng 

đứng cũng như hoàn thành các mục tiêu điều khiển 

khác. Những công trình kể trên yêu cầu cần có mô 

hình chính xác của TWMR. Tuy nhiên trong thực tế, 

do rất nhiều nguyên nhân như sai lệch trong chế tạo 

cũng như lắp đặt thiết bị mà luôn tồn tại các sai lệch 

giữa mô hình và mô hình thực. Thêm nữa, trong quá 

trình làm việc TWMR thường chịu ảnh hưởng của 

nhiễu ngoài làm cho các tham số bị thay đổi. Các thay 

đổi có thể là khối lượng, mô men quán tính hoặc 

khoảng cách trọng tâm,... và những tham số thay đổi 

này thường không biết trước. Tiếp cận thích nghi như 

[8] có thể không phù hợp cho trường hợp này do yêu 

cầu tốt nhất với tiếp cận này là mô hình của hệ cần 

phải chính xác. Điều khiển thông minh [12], điều 

khiển mờ thích nghi [13] là các kỹ thuật thiết kế điều 

khiển thích nghi khá phổ biến nhưng thường yêu cầu 

khối lượng tính toán lớn cũng như lựa chọn cẩn thận 

các tham số mờ. 

Adaptive backstepping là kỹ thuật thiết kế điều khiển 

thích nghi yêu cầu khối lượng tính toán của bộ điều 

khiển không lớn. Tác giả [14] đã sử dụng tiếp cận này 

để thiết kế điều khiển cho TWMR, tuy nhiên tác giả 

chưa xét đến tác động của nhiễu và đặc biệt là đã 

không xem xét đến việc hệ có thể rơi vào trạng mất 

điều khiển vì tín hiệu điều khiển có thể tiến tới vô 

cùng. Trong [16] các tác giả sử dụng hàm switching 

trong việc thiết kế luật điều khiển thích nghi để đảm 

bảo tính bền vững của bộ điều khiển thiết kế. Tuy 

nhiên, tác giả đã xem cả hệ phương trình chuyển động 

của hệ là tham số không biết trước cũng như tính bền 

vững của bộ điều khiển cần nghiên cứu thêm. Khắc 

phục ảnh hưởng của nhiễu có thể làm cho bộ điều 

khiển rơi vào trạng thái mất điều khiển, tác giả [15] đã 

sử dụng kỹ thuật thiết kế điều khiển apdative 

backstepping kết hợp với việc sử dụng hàm bão hòa.  

Tiếp tục nghiên cứu và phát triển các thuật toán điều 

khiển tốt hơn sao cho TWMR luôn ổn định dưới tác 

động thay đổi của các tham số cũng như nhiễu ngoại 

sinh được trình bày trong bài báo này. Trước khi kỹ 

thuật thiết kế điều khiển thích nghi adaptive 

backstepping được áp dụng, kỹ chuyển đổi tọa độ để 

đưa hệ phi tuyến xen kênh của TWMR về hệ phản hồi 

chặt được trình bày. Nhằm đảm bảo bộ điều khiển bền 

vững với các thay đổi của tham số cũng như tránh khả 

năng mất điều khiển, toán tử proj(.) được đưa vào 

trong các bộ cập nhật tham số và luật điều khiển.  

Nội dung của bài báo được phân bổ thành 6 phần: 

phần 1 là giới thiệu, phần này nêu các kỹ thuật thiết 

kế điều khiển và lý do nghiên cứu; phần 2 giới thiệu 

mô hình toán học và mục tiêu điều khiển; các công cụ 

toán học sử dụng trong nghiên cứu được giới thiệu 

trong phần 3; phần 4 trình bày kỹ thuật thiết kế điều 

khiển thích nghi bền vững cho TWMR; các kết quả 

mô phỏng được trình bày ở phần 5 và phần 6 là các 

kết luận. 

 

2. Mô hình toán học và mục tiêu điều 

khiển. 

 
Để có thể thiết kế điều khiển, ta áp dụng phương pháp 

Euler-Lagrange xây dựng mô hình toán học dưới dạng 

hệ phương trình chuyển động cho TWMR. Biểu đồ 

lực và mô men tác động lên TWMR được chỉ ra ở 

Hình 1. Các quy ước và ký hiệu tham số của TWMR 

được liệt kê trong Bảng 1. Phần này chúng tôi đưa mô 

hình toán của TWMR  và đề xuất mục tiêu điều khiển. 

Bảng 1: Các thông số và các biến của TWMR  

 

2.1 Mô hình toán học 

Phương trình Lagrange 

 ( )
d L L

F
dt q q

   (1) 

trong đó: 

- L T V    

- T- Động năng 

,L RF F
 

Lực tương tác giữa bánh trái, bánh phải và bệ 

,L RH H
 
Lực ma sát đặt trên bánh trái và bánh phải 

,L RT T
 

Momen được cung cấp bởi động cơ đặt trên bánh 

trái và bánh phải 

,  dL dRf f
 
Lực tác động ngoài đặt vào bánh trái và bánh phải 

,L R  
Góc quay của bánh trái và bánh phải so với trục z   

,L Rx x
 

Khoảng dịch chuyển của bánh trái, bánh phải dọc 

theo trục x   

 
Góc nghiêng của thanh lắc 

 Góc quay của xe  
x  Khoảng dịch chuyển của xe dọc theo trục x   

wM
 

Khối lượng của bánh xe 

wJ
 

Momen quán tính của bánh xe theo phương y   

R  Bán kính của bánh xe 
m  Khối lượng của thanh lắc 
g

 Gia tốc trọng trường 

l  Khoảng cách từ O đến trọng tâm của thanh lắc CG 

D  Khoảng cách giữa bánh trái và bánh phải theo trục  
y  

M  Khối lượng của bệ 

cJ
 

Momen quán tính của bệ quanh trục  y  

vJ
 

Momen quán tính của bệ và thanh lắc quanh trục 
z   

pJ
 

Momen quán tính của thanh lắc quanh trục  y   

pF
 

Lực tương tác giữa thanh lắc và bệ theo trục x   

pM
 

Momen tương tác giữa thanh lắc và bệ theo trục 
y   
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- V- Thế năng 

- F – Lực hoặc mô men  

Để xây dựng mô hình toán học cho TWMR, ta thực 

hiện các bước sau: Đầu tiên chọn tọa độ suy rộng cho 

hệ, tính toán các thành phần cho (1). Hệ phương trình 

chuyển động của TWMR có được khi thay các giá trị 

đã tính vào (1). 

- Chọn tọa độ suy rộng là ,L Rx x  và . 

- Động năng của hệ được tính như sau: 

 wL wR c pT T T T T  (2) 

trong đó 

wLT  : Động năng của bánh trái 

wRT  : Động năng của bánh phải 

cT  : Động năng của bệ 

PT  : Động năng của thanh lắc 

Các động năng thành phần được tính như sau: 
2

2 2w
wL w w w 2

1 1 1

2 2 2

L
L L

Jx
T M x J M x

R R
 (3) 

 
2w

wR w 2

1

2
R

J
T M x

R
  (4) 

2 2

2

c

1 1 1

2 2 2 2

L R L R
c v

x x x x
T M J J

D
  (5) 

 
2 2

p

1 1

2 2
CG pT mV J   (6) 

 
H1: Biểu đồ phân tích lực và mô men 

 

trong đó: 

 2 2 2

CG CG CGV x z   (7) 

+ Tọa độ trọng tâm của thanh lắc 

 ( )
2

L R
CG

x x
x lsin    

 ( )CGz lcos    

Tính các thành phần 
CGx  và 

CGz   

 ( )
2

L R
CG

x x
x lcos   (8) 

 ( )CGz lsin   (9) 

Thay (8)  và (9) vào (7) ta có: 
2

2 2 2 2 ( )
2 2

L R L R
CG

x x x x
v l l cos   (10) 

Thay (10) vào (6): 

 

2

p

2

2

2

1

2

1 1

2 ( )
2 2

2 2
p

L R L Rx x x x
l cT os

l

m

m J

  (11) 

Thay (3), (4), (5) và (11) vào (2): 
2 2 2

w

2

w

2

2

2

(

2 2 2

1

2

1

)
2

2

L R

L R L R

p c

L R
v

x x
l c

x x M mJ x x
T M

R

m m J J

x x

os l

J
D

  (12) 

Thế năng của hệ được tính như sau: 

 wL wR c pV V V V V   (13) 

trong đó 

 
wL w 0R cV V V   (14) 

 cos( )pV mgl   (15) 

Sau khi đã có các giá trị động năng và thế năng của hệ 

từ (2) và (13), giá trị Lagrange nhận được như sau: 
2 2 2

w
w 2

2

2

2

2 2 2

1

2

1
co

( )
2

s( )
2

L R L R

p c

L R

L R

v

L

x x
l cos l

x x M mJ x x
M

R

m m J J

x x
J mgl

D

 (16) 

Từ giá trị Lagrange đạt được (16), sau một số bước 

tính toán ở mục 7.3, hệ phương trình chuyển động của 

TWMR trong tọa độ suy rộng ,L Rx x  và   được mô 

tả trong (64), (67) và (68). Để chuyển sang tọa độ suy 

rộng ,x  và , dựa vào các quan hệ sau: 

 ; ; ;
2 2 2

L R L R L Rx x x x x x
x x x   (17) 

 ; ; ;L R L R L Rx x x x x x

D D D
  (18) 

Hệ phương trình chuyển động của TWMR trong hệ 

tọa độ suy rộng ,x   và   được mô tả dưới đây: 

 

0

2 2

0 0

2

0

0

2

2

sin( )

( )

( )sin( )

sin( )

sin( )

(

2

)

dR dL

L R

x

L R
dR dL

L R
dL dR

x l

cos

l cos

J
m f f

J T T gm l

R R

M mgl m

T Tm
f f

R R

T TD
f

l

J R

c

f

os

R

  (19) 
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2.2 Mục tiêu điều khiển. 

Giả sử, tại thời điểm ban đầu 
0t thanh lắc ở vị trí trên 

vuông góc với mặt phẳng xoy ,…, tồn tại một hằng số 

dương
0c  sao cho 

0 0( )t c  và các lực tác động 

ngoài ngẫu nhiên đặt nên TWMR bao gồm sự thay đổi 

của tải, khoảng cách tới tâm của thanh lắc, mô men 

quán tính, và các lực tác động ngoài 
dLf  và 

dRf  là 

hằng số chưa biết, thiết kế một luật điều khiển 
LT  và 

RT  để điều khiển cho robot hai bánh bám theo tập hợp 

các điểm tham khảo và ổn định thanh lắc ở vị trí trên 

thẳng đứng.  

Cụ thể là thiết kế lực điều khiển 
LT  và 

RT  sao cho 

thỏa mãn: 

 

lim( ( ) ( )) 0,

lim( ( ) ( )) 0,

lim( ( )) 0

d
t

d
t

t

x t x t

t t

t

  (20) 

với mọi 
0 0t t  , 

dx t  và 
d t  là các tín hiệu 

tham khảo. Sử dụng 0dx t  để hệ bám theo một số 

điểm định nghĩa trước.  

 

3. Các công cụ toán học 
Phần này giới thiệu một số công cụ toán học sẽ được 

sử dụng trong thiết kế điều khiển cho TWMR bao 

gồm: toán tử projection, phương pháp tách kênh phi 

tuyến và bộ điều khiển bám thích nghi bền vững. 

 

3.1 Định nghĩa toán tử Projection 

ˆ

ˆ

ˆ ˆif 0 or  Z 0,
ˆ

ˆ ˆ0 if Z 0 and Z 0

Z
proj  (21) 

trong đó: ˆ ˆ
mZ  , ˆ

ˆ ˆ ˆZ /Z  , 
m

 

là hằng số dương. 

Khi đó toán tử (·)proj  sẽ có các tính chất sau: 

 

0
ˆ 0,  0,

 is Lipschitz continuous

proj

m t t

proj   (22)   

Chứng minh: xem phụ lục E, tài liệu [2].   

 

3.2 Điều khiển thích nghi bền vững bám theo quỹ 

đạo cho trước 
dx   

Định lý 1: Xét  một hệ phi tuyến sau 

Xét hệ: 

 
1 2

2 1 2 ,

x x

x u x
  (23) 

Trong đó: u : tín hiệu điều khiển; 
1 2,x x : các biến 

trạng thái; 
1 2, : tham số không biết trước, 

1 0    

và giới hạn. Bộ điều khiển thích nghi ổn định tiệm cận 

toàn cục bám theo quỹ đạo cho trước
dx , trong đó 

dx    

và 
dx  bị giới hạn, được chọn như trong (24): 

  

 

2 1 1

2 2 1 2 2

1

1 1 2

2 2 2

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

e d

e e

e

e

k x x

k x x x
u

proj x u

x x

  (24)  

Trong đó: 
1 1d exx x ; 

2 2e dxx  với: 
d

 là điều 

khiều ảo của 
2x ; 

1 2
ˆ ˆ, là luật cập nhật; 

1 2,k k  là các 

hằng số dương; 
1 2,  là các hệ số thích nghi. 

Dễ dàng nhận thấy luật điều khiển u  trong (24) có 

khả năng mất điều khiển khi 
1
ˆ  tiến đến 0. Để điều 

này không xảy ra ta sử dụng toán tử proj(.) được định 

nghĩa trong (21), toán tử này đảm bảo ˆ  luôn lớn 

hơn 
m

. Như vậy, (24) là bộ điều khiển thích nghi 

bền vững với các tham số thay đổi không biết trước 

1 2, . Luật điều khiển và luật cập nhật này sẽ được 

sử dụng trong các bước tiếp theo để thiết kế bộ điều 

khiển cho TWMR. 

 

Chứng minh: Xem trong Phụ lục 7.1. 

 

3.3 Tách kênh hệ phi tuyến 
Định lý 2: Xét một hệ phi tuyến sau: 

 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 2

, ( , ) ( ) ,
, ( , ) ( )

q p p f p q g q u
q p p f p q g q u

  (25)   (3.19) 

trong đó 2

1 2

T
q qq  và 2

1 2

T
p pp  là 

các biến trạng thái, u là biến điều khiển. Khi các hàm 

( )f pq  và 
2ig q , 1, 2i , là hàm trơn và 

2 2 2( ) 0,g q q khi đó phép biến đổi toàn cục, 

tọa độ sau được áp dụng 

 

2

1
1 1

20

1
2 1

2

1 2

2 2

( )
,

( )

( )

( )

,

,

q
g s

z q ds
g s

g s
z q

g s

q

p

  (26)  (3.20) 

Đưa hệ phương trình (26) về hệ thống sau: 

 

1 2

1 2

2

( , , ),

,

,

z f z

v

  (27) 

Trong đó: 1 2

T
z zz  và 2 2 2( , ) ( ) ,v f p q g q u

Chứng minh: Xem trong tài liệu [5] 

 

4. Thiết kế điều khiển 
Để thiết kế điều khiển cho TWMR sao cho đạt được 

mục tiêu điều khiển (20), mô hình toán học của 

TWMR trong (19) được tách thành hai hệ con, hệ con 

-  bao gồm phương trình thứ ba của (19) với 

L RT T  là biến điều khiển đầu vào và hệ con 
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,x  gồm phương trình thứ nhất và phương trình  

thứ hai của hệ (19) với 
L RT T  là biến điều khiển 

đầu vào. Với hệ con thứ nhất, luật điều khiển được 

thiết kế được áp dụng trực tiếp kỹ thuật thiết kế 

adaptive backsteping trong [5] và định lý 1. Khi đó 

luật điều khiển 
L RT T  và  luật cập nhật đạt được 

thỏa mãn mục tiêu điều khiển đề ra trong Mục 2.2. Hệ 

con thứ hai là một hệ phi tuyến xen kênh do đó trước 

khi áp dụng các kỹ thuật thiết kế điều khiển adaptive 

backstepping, hệ con thứ hai này cần sử dụng kỹ thuật 

tách kênh phi tuyến để chuyển hệ về dạng phản hồi 

chặt. Sau bước chuyển đổi tọa độ này, các kỹ thuật 

thiết kế điều khiển apdaptive backstepping được áp 

dụng để thiết kế luật điều khiển 
L RT T  và luật cập 

nhật sao cho thỏa mãn mục tiêu điều khiển đã đặt ra. 

 

4.1 Hệ con -   

Hệ con -   được viết lại như sau: 

 

1 2

1 2

2 L RT T
  (28) 

Trong đó:  

 
1 2

,
2 2

dL dRf f
J R

D

J

D
  

Sai lệch bám được định nghĩa như sau: 

 
1 1

2 2

e d

e

 (29) 

Áp dụng Định lý 1 cho hệ (28), ta có bộ điều khiển và 

luật cập nhật như sau: 

 

2

1

1 1

2 2

1 1

2 2 1

2

2

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

e d

e e

L R

e L R

e

k

k
T T

proj T T

  (30) 

trong đó:  là biến điều khiển ảo của 2 , 
1

ˆ  và 

2

ˆ  là biến ước lượng của 
1
 và 

2
; 

1 2
,  là các 

hệ số thích nghi, 1k  và 2k  là các hằng số dương. 

Sau khi thay luật cập nhật và luật điều khiển (30) vào 

hệ (29), ta có hệ lặp kín của hệ con -  như sau: 

 
1 2

1 1

2 2

1 1 1 2

2 2 2 1

2

2

e e e

e e e L R

e L R

e

k

k T T

proj T T
  (31) 

 

4.2 Hệ con ,x   

Dễ dàng nhận thấy hệ con - ,x  là hệ phi tuyến xen 

kênh. Trước khi áp dụng kỹ thuật thiết kế điều khiển 

adaptive backstepping, áp dụng Định lý 2 cho hệ con-

,x  và chuyển hệ về dạng phản hồi chặt, ta đặt lại 

biến điều khiển đầu vào như sau: 

 
2 1x x L

T

Rx Tu Tφθ  (32) 

trong đó: 

 

2 21 22 23 21 22 23

21 22 23

21 22 23

1

2 2

0 0

2

0

0

( ),

, ,

, , ,

sin( ) , 1,sin( )

T T

x x x x x x x x

dR dL

x x x

x x x

x

J m J f fgm l

c

J

o

R

l

s

θ φ

 (33) 

Phương trình thứ nhất và thứ hai của (19) sẽ được viết 

lại như sau: 

 
sin cos

x u

mgl ml
u

J J

  (34) 

Để thiết kế điều khiển bám ta định nghĩa các sai lệch 

của hệ như sau:  

 
,e d

e

x x x
  (35) 

Khi đó (34) được viết lại như sau: 

 
sin cos

e

e e e

x u

a b u
  (36) 

Với: , , .
mgl ml

a b a g b
J J

 và 0dx  

Nhận thấy, hệ (36) là một hệ phi tuyến xen kênh, Ta 

đặt các biến trạng thái mới như trong (37) và sử dụng 

phép chuyển đổi tọa độ trong Định lý 2 để đưa hệ về 

dạng phản hồi chặt: 

 

1

0

2

1

2

2

1 1
;

cos( )

1
,

cos( )

tan( ),

(1 tan( ) ) ,

e

e

e
e

e

e

e e

z x ds
b s

z x
b

a

b

a

b

  (37) 

Với các biến trạng thái mới trong (37), ta có hệ phản 

hồi chặt mới có dạng 

 
2 2

1 2

2 1

1 2

2 w

z z

z z

z
  (38) 

Định nghĩa sai lệch bám như sau: 

 

2

1

2

2 2

1 1

2 2

e z

e

e

z z

  (39) 

Khi đó hệ phương trình trạng thái của hệ được viết lại 

như sau:  
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2

1 2 2 2

2 1

2

1 2

2 1

1 2

2 w-

e z

e e z z z

e e

e

z z

z
  (40) 

Trong đó:
2z

 , 
1
 , 

2
 là các biến điều khiển ảo 

tương ứng của
2z  , 

1
 ,

2
 . 

 
2 2

3/2
2

21
1 22

1
, 1 ,

.
z z

ga g
  (41) 

2 2 2(1 tan( ) ) 2 tan( )(1 ta

1
tan

bc

n(

os

w ) )e e

e

e

e

eg v g

u g v
  (42) 

Áp dụng Định lý 1, ta có bộ điều khiển và luật cập 

nhật như sau: 

 

2

1 2 2 2

2 2 2

2 1

2

1 1

2 2 1

2

3 1 2

4 2 1

,

ˆ ,

ˆ ,

,

w=

z

e z z z

z z e z

e e

e e

c z

c z z

z

c z

c

  (43) 

Với w  trong (43) được thay vào (42) và (32), ta có 

luật cập nhật và luật điều khiển áp dụng cho TWMR 

như sau 

 

2

1

1 1

2 2 2

2

2

ˆ
,

ˆ

ˆ

ˆ

T

x x

L R

x

x x e L R

x x e x

u
T T

proj x T T

x

θ φ

θ φ

  (44) 

Thay các luật điều khiển và luật cập nhật  (44), (43) 

và (30) vào các hệ con (-  ) và ,x  ta có hệ lặp 

kín như sau: 

 

1 2

1 1

2 2

2 2

1 1 1 2

2 2 2 1

2

2

1 2 1 1

2 1 2 2 1

1 2 3 1 2

2 4 2 1

e e e

e e e L R

e L R

e

e

e e e z z

e e e e

e e e

k

k T T

proj T T

z z c z

z c z z

c z

c

  (45) 

 

Định lý 3: Mục tiêu điều khiển cho TWMR đặt ra 

trong phần 2.2 đạt được với các luật cập nhật và luật 

điều khiển trong  (44), (43) và (30).  

 

Chứng minh: Xem trong 7.2. 

5. Mô phỏng 

Để đánh giá hiệu quả của bộ điều khiển đã thiết kế, 

luật điều khiển và luật cập nhật áp dụng cho TWMR 

được thực hiện trên phần mềm Matlab. Để thấy rõ 

được khả năng của bộ điều khiển, trong quá trình mô 

phỏng ta coi hai thông số là khối lượng của tải và 

chiều dài thanh lắc thay đổi ngẫu nhiên và các thay 

đổi này được sử dụng trong cả ba bài toán mô phỏng. 

Nhiễu ngang sử dụng trong mô phỏng được thực hiện 

trong ba trường hợp: hằng số, hình sine, và hình sine 

thêm tham số ngẫu nhiên. Các thay đổi của khối 

lượng và chiều dài thanh lắc được chọn như trong   

 
553.7 200 10

1.2 0.5 10

Nm rand sin t rand

l rand sin t mrand
 (46)  

 
H 2.  Sự thay đổi của m và l trong thời gian mô phỏng 

Các thông số của TWMR: 5[ ]M kg ; 29.8[ / ]g m s ;

w 1[ ]M kg ; 0.15[ ]R m ; 0.35[ ]D m ; 

2

w 1.5[ . ]J kg m
; 

22.5[ . ]cJ kg m
. 

Các tham số khởi tạo 0 1.5[ ]x m ;

0 0[ / ]x m s ; 0 / 2 0.5[rad] và

0 0.2[rad/s] ; 0 1[rad]  

Các hệ số của bộ điều khiển là: 1 25; 10k k  , 1 1c , 

2 2c , 3 3c , 4 4c . Các hệ số thích nghi 

1 21; 1;
1 211; 1;x x 22 1;x 23 1x . 

Các giá trị tham khảo 10 ; 1[ ]d dx m rad  . 

Dưới đây là kết quả mô phỏng cho thấy đáp ứng của 

hệ với các nhiễu tác động khác nhau. 

- Giá trị nhiễu ngang là hằng số được chọn:

553,7dL dR xf f M g N . Kết quả mô phỏng 

thể hiện trên H 3. Kết quả cho thấy luật điều khiển với 

các thông số đã chọn đáp ứng tốt các mục tiêu điều 

khiển đã đề ra.   

- Nhiễu ngang là hình sine và hình sine kết hợp giá trị 

ngẫu nhiên: 

Giá trị nhiễu được chọn để mô phỏng là: 

 
553,7sin(2 ) ,

553,7cos(2 )

dL x

dR x

f M g t

f

N

M g t N
 

và:  

 
553,7sin((2 ) ) ,

553,7 os((2 ) )

dL x

dR x

f M g t rand N

f M g c t rand N
 

Kết quả mô phỏng cho thấy bộ điều khiển với các 

thông số đã chọn đáp ứng tốt các mục tiêu điều khiển 

đề ra. H 4 là kết quả mô phỏng cho trường hợp nhiễu 

ngang là hình sine và H 5 là kết quả mô phỏng cho 
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trường hợp nhiễu ngang là hình sine kết hợp với thay 

đổi ngẫu nhiên.  

 

 
H 3.  Các kết quả mô phỏng với nhiễu ,dL dRf f  là hằng số 

a) đồ thị nhiễu ,dL dRf f  b) sự điều chỉnh của x  theo dx , c) 

sự điều chỉnh của theo 
d

và  theo 
d

 d) moment 

,L RT T   

 

 
H4. Các kết quả mô phỏng với nhiễu là sine, 

553,7sin(2 ) ,dL dR xf f M g t N a) đồ thị nhiễu

,dL dRf f , b) sự điều chỉnh của x   theo dx  , c) sự điều 

chỉnh của  theo d  và  theo d   d) moment ,L RT T  . 

 
H5. Các kết quả mô phỏng với nhiễu là sin

553,7sin((2 ) ) ,dL dR xf f M g t rand N   a) đồ 

thị nhiễu ,dL dRf f  , b) sự điều chỉnh của x   theo
dx  , c) sự 

điều chỉnh của  theo 
d

 và  theo 
d

  d) moment 

,L RT T   

 

6. Kết luận 
Bài báo đã trình bày kỹ thuật thiết kế bộ điều khiển 

thích nghi bền vững áp dụng để thiết kế điều khiển 

cho TWMR. Các kết quả đạt được đã cho thấy bộ 

điều khiển đáp ứng được mục tiêu điều khiển đề ra, 

khả năng kháng nhiễu tốt và thích nghi bền vững với 

sự biến thiên của nhiễu và thay đổi các tham số không 

biết trước. Luật cập nhật tham số hệ thống sử dụng 

toán tử proj  cho phép tránh được hiện tượng thoát 

hữu hạn trong bộ điều khiển. Các nghiên cứu tiếp theo 

sẽ tiếp tục phát triển và áp dụng luật điều khiển thích 

nghi bền vững để điều khiển mô hình TWMR thực. 

 

7. Phụ lục 
7.1 Chứng minh Định lý 1: 

Hệ sai lệch của hệ (23) được viết lại như sau: 

 
1 1

2 2 2

,e d

e

x x x

x x
  (47) 

Đạo hàm hai vế của (47) và sử dụng luật điều khiển 

(24) ta có hệ lặp kín: 

 
1 1 1 2

2 2 2 1 1 2

,

( )

e e e

e e e

x k x x

x k x x u x
  (48) 

Để chứng minh hệ lặp kín (48) ổn định toàn cục tại 

gốc tọa độ, ta xét hàm Lyapunov sau 

 

 
2 2 2 2

1 2 1 2

1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
e e

n

V x x    (49) 

Đạo hàm hai vế của (49) ta có: 
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2 2

1 1 2 2

1 2
1 2 2 2

1 2

( )

e e

e e
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Thay  
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vào (50) ta có: 

 2 2

1 1 2 2 0e eV k x k x   (52) 

Điều này chỉ ra rằng với luật điều khiển và luật cập 

nhật  (24) , hệ lặp kín (48) ổn định toàn cục tại gốc tọa 

độ. 

 

7.2 Chứng minh Định lý 3: 

Để chứng minh hệ lặp kín (45) hội tụ toàn cục tại gốc 

tọa độ, ta xét hàm Lyapunov sau: 
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  (53) 

Đạo hàm hai vế của (53) và thay các luật cập nhật, 

luật điều khiển (43) và (30) ta có: 
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  (54) 

Hay hệ lặp kín  (45) hội tụ toàn cục tại gốc tọa độ. 

 

7.3 Tính đạo hàm thành phần 

Từ giá trị Lagrange đạt được (16), các giá trị thành 

phần của (1) theo các tọa độ suy rộng đã chọn được 

tính như sau: 
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Thay các giá trị tính vào (1), có: 

+ Từ  (62) và (63): 
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+Từ (59) và (60): 
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+Từ (56) và (57), có: 

 

w
w 2

21
( ) sin( )

2

1 1

22

L

L R L R
v

L
dL

J
M x m

R

x x x x
M m J

D

l

D

T
f

c s

R

o

 (66) 

+ Cộng  (65) với (66): 
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+ Trừ (66) cho (65): 
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Từ quan hệ (17) và (18), hệ phương trình chuyển 

động của TWMR theo hệ tọa độ mở rộng  ,x   và   

được mô tả như trong (19). 
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