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TÓM TẮT— Trong bài báo này lược đồ sai phân khác thường cho mô hình siêu quần thể được xây dựng. Tính chất ổn định của mô 

hình rời rạc được nghiên cứu dựa trên một mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov. Dựa trên kết quả  này chúng tôi chứng minh 

được rằng lược đồ sai phân khác thường bảo toàn tất cả các tính chất của mô hình siêu quần thể. Các thử nghiệm số chỉ ra rằng 

các kết quả lý thuyết là hoàn toàn đúng đắn. So với phương pháp chúng tôi đã sử dụng trước đó [1], phương pháp hàm Lyapunov 

đơn giản hơn rất nhiều vì không cần thực hiện các tính toán phức tạp và các kỹ thuật khó để chứng minh tính chất ổn định của mô 

hình rời rạc.  

Từ khóa—  Lược đồ sai phân khác thường, mô hình siêu quần thể, định lý ổn định Lyapunov, mô phỏng số. 

I. GIỚI THIỆU 

Các nghiên cứu về các hệ thống sinh học, hóa học, vật lý, cơ học,… đã được phát triển trong nhiều năm qua 

[2, 4]. Các hệ thống này thường được mô tả bởi các phương trình vi phân đạo hàm riêng cũng như các phương trình vi 

phân thường. Nghiệm của các phương trình này có các tính chất đặc biệt như tính chất dương (chẳng hạn, số lượng 

quần thể trong các mô hình sinh học, nồng độ các chất trong phản ứng sinh hóa, kích thước, năng lượng,…), tính chất 

đơn điệu, tính chất tuần hoàn, tính chất ổn định và một số tính chất bất biến khác… Bên cạnh đó các phương trình mô 

tả các hệ thống này thường rất phức tạp, không có hi vọng giải đúng. Chính vì vậy việc nghiên cứu các phương pháp 

giải gần đúng và mô phỏng số phương trình vi phân là một trong những vấn đề quan trọng của toán học nói chung và 

toán học tính toán nói riêng. Do nhu cầu của thực tiễn và sự phát triển của lý thuyết toán học các nhà toán học đã tìm ra 

rất nhiều phương pháp giải gần đúng phương trình vi phân. 

Để giải gần đúng  phương trình vi phân mô tả các quá trình vật lý, sinh học, hóa học, cơ học,… nhiều phương 

pháp giải gần đúng được sử dụng, trong đó là phương pháp sai phân là phương pháp phổ biến nhất. Lý thuyết chung về 

các lược đồ sai phân giải phương trình vi phân đã được xây dựng và phát triển trong nhiều cuốn sách mà ngày nay đã 

trở thành kinh điển (xem, chẳng hạn, [17]). Ta sẽ gọi các lược đồ loại này là ―lược đồ sai phân bình thường‖ (standard 

finite difference schemes). Trong nhiều bài toán phi tuyến các lược đồ sai phân bình thường có nhược điểm là gây ra 

hiện tượng không ổn định số (numerical instabilities) [12-14].  Một mô hình rời rạc được gọi là có hiện tượng không ổn 

định số nếu tồn tại nghiệm của phương trình sai phân (hay lược đồ sai phân) không bảo toàn các tính chất nghiệm của 

phương trình vi phân tương ứng. Trong [12-14]  Mickens đưa ra rất nhiều các ví dụ chi tiết và phân tích sâu sắc hiện 

tượng không ổn định số xảy ra khi sử dụng các lược đồ sai phân bình thường. Nói chung lược đồ sai phân bình thường 

chỉ có thể bảo toàn được các tính chất của bài toán khi bước lưới   được chọn để rời rạc trục thời gian đủ nhỏ,  tức là 

      nào đó với    rất nhỏ.  Chính vì thế khi nghiên cứu mô hình trong khoảng thời gian rất lớn (      thì việc 

chọn bưới lưới quá nhỏ dẫn đến chi phí tính toán rất lớn. 

Để khắc phục hiện tượng không ổn định số, vào những năm 80 của thế kỷ trước Mickens đã đề xuất một khái 

niệm mới, được gọi là lược đồ sai phân khác thường (nonstandard finite difference schemes) để phân biệt với các lược 

đồ sai phân bình thường [12-14].  Theo đó, lược đồ sai phân khác thường là lược đồ được xây dựng dựa trên một bộ 

quy tắc xác định. Các quy tắc này được đề xuất bởi Mickens dựa trên các phân tích hiện tượng không ổn định số khi sử 

dụng các lược đồ sai phân bình thường.  Đây là lớp phương pháp số bảo toàn các tính chất của phương trình vi phân 

tương ứng. Đó là các tính chất của nghiệm của phương trình vi phân như: tính chất nghiệm dương, tính chất nghiệm 

đơn  điệu, tính chất nghiệm bị chặn, tính chất nghiệm tuần hoàn, các tính chất ổn định của nghiệm và một số tính chất 

bất biến khác như bảo toàn năng lượng, bảo toàn hình dạng hình học… Ưu thế của các lược đồ sai phân khác thường là 

có thể bảo toàn các tính chất nghiệm của phương trình vi phân tương ứng với mọi bước lưới    . Các lược đồ thỏa 

mãn tính chất này còn được gọi là các lược đồ sai phân tương thích động lực (dynamically consistent). 

Một tính chất đặc biệt quan trọng của phương trình vi phân là tính chất ổn định của tập hợp điểm cân bằng. 

Cần nhấn mạnh rằng việc phân tích tính chất ổn định của tập hợp điểm cân bằng có vai trò quan trọng trong việc 

nghiên cứu dáng điệu tiệm cận nghiệm của phương trình vi phân. Vì thế việc xây dựng các lược đồ sai phân bảo toàn 

tính chất ổn định cho tập hợp điểm cân bằng là thực sự quan trọng trong việc mô phỏng số và giải số phương trình vi 

phân. Các lược đồ sai phân bảo toàn tính chất này còn được gọi là lược đồ ổn định cơ bản (elementary stable). Có rất 

nhiều kết quả khác nhau về các lược đồ ổn định cơ bản, mà tiêu biểu là kết quả cho hệ động lực tổng quát [5, 6, 10] và 

một số kết quả khác cho các hệ phương trình cụ thể  [7, 15, 16, 18]. Cách tiếp cận chung,  phổ biến là xem xét ma trận 

Jacobian của lược đồ rời rạc tại các điểm cân bằng. Sau đó xác định các điều kiện để tất cả các giá trị riêng λ của ma 
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trận Jacobian đều nằm trong hình cầu đơn vị. Đây chính là điều kiện cần và đủ để điểm cân bằng hyperbolic là ổn định 

địa phương [2, 8]. Nhược điểm chính và hạn chế chung của cách tiếp cận này là: 

1. Cách tiếp cận này chỉ áp dụng được khi tất cả các điểm cân bằng đều là các điểm cân bằng hyperbolic. Nếu 

tồn tại một điểm cân bằng non-hyperbolic thì không thể sử dụng cách tiếp cận này. Nói chung  chưa có các kết quả về 

lược đồ sai phân khác thường bảo toàn tính chất ổn định cho tập hợp điểm cân bằng non-hyperbolic.  

2. Ngay cả khi tất cả các điểm cân bằng đều là các điểm cân bằng hyperbolic thì việc xác định điều kiện để tất 

cả các giá trị riêng λ của ma trận Jacobian nằm trong hình cầu đơn vị là cực kỳ khó khăn và phức tạp. Về mặt lý thuyết 

có thể áp dụng điều kiện Jury [2, 7, 18] để xác định các điều kiện này. Tuy nhiên trên thực tế, trong một số trường hợp 

việc áp dụng điều kiện này là cực kỳ phức tạp vì có thể không xác định được biểu thức của các điểm cân bằng hoặc 

biểu thức của các điểm cân bằng là quá phức tạp, thí dụ khi phương trình vi phân có số chiều lớn và chứa nhiều tham 

số trong phương trình [3]. Song song với đó khi sử dụng lược đồ sai phân có số chiều lớn (bằng số chiều của phương 

trình vi phân) và chứa nhiều tham số lặp (nhằm đảm bảo việc bảo toàn các tính chất của phương trình) thì việc phân 

tích ma trận Jacobian của lược đồ sai phân nhờ điều kiện Jury là không thực hiện được. 

3. Việc xem xét ma trận Jacobian như trên chỉ đảm bảo tính chất ổn định địa phương trong khi nhiều mô hình 

lại có tính chất ổn định toàn cục [2, 4]. 

Để khắc phục hạn chế này có thể sử dụng lý thuyết ổn định Lyapunov để chỉ ra tính chất ổn định của tập hợp 

điểm cân bằng, kể cả điểm cân bằng nonhyperbolic [8, 9].  Tất nhiên, nhược điểm của Định lý ổn định Lyapunov là 

không phải lúc nào cũng xác định được hàm Lyapunov phù hợp.  Mặc dù vậy, trong nhiều bài toán có tính chất đặc biệt 

việc xây dựng hàm Lyapunov (liên kết chặt với tính chất của bài toán) lại là công việc đơn giản hơn rất nhiều. Khi đó 

tính chất ổn định của các điểm cân bằng được chỉ ra mà không cần thực hiện các phân tích ma trận Jacobian của 

phương trình rời rạc. Đây là hướng tiếp cận có thể áp dụng cho nhiều lớp bài toán khác nhau, khắc phục được hạn chế 

của cách tiếp cận dựa trên việc phân tích ma trận Jacobian trước đó. 

Với mục tiêu minh họa cho hướng tiếp cận này, trong bài báo này, chúng tôi xét mô hình siêu quần thể (dạng 

thu gọn) được đề xuất bởi Keymer năm 2000 [11] 

  

  
   (                           

  

  
  (          (   

trong đó         là các tham số dương đặc trưng cho mô hình. Do ý nghĩa sinh học nên ta chỉ xét các giá trị 

ban đầu trong tập     {(                       }, tức là các giá trị ban đầu thỏa mãn 

 (    (       (    (         (   

Các phân tích toán học [2, Chapter 6] chỉ ra mô hình (1) có các tính chất sau đây: 

(   . Tính chất hội tụ đơn điệu của tổng   (    (     (  : 

Với mọi giá trị ban đầu thỏa mãn  (     (      (          thì mọi nghiệm  (    (   đều thỏa mãn  

 (     (      . Với mọi giá trị ban đầu thỏa mãn  (     (       thì mọi nghiệm  (    (   đều thỏa mãn 

 (     (   hội tụ đơn điệu giảm đến      ngược lại, với  mọi giá trị ban đầu thỏa mãn  (     (       thì mọi 

nghiệm  (    (   đều thỏa mãn  (     (   hội tụ đơn điệu tăng đến    . 

(   . Tính chất bị chặn: 

Tất cả các nghiệm của mô hình (1) với các giá trị ban đầu thỏa mãn (2) cũng thỏa mãn (2).  Nói các khác thì 

tập D là bất biến dương. 

(   . Tính chất ổn định tiệm cận địa phương: 

Mô hình (1) có hai điểm cân bằng là    (
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Theo [2, Chapter 6] thì     là ổn định tiệm cận địa phương nếu      và    là ổn định tiệm cận địa phương 

nếu     . 

(   . Tính chất ổn định tiệm cận toàn cục: 

 Định lý Poincare-Bendixon [2] chỉ ra rằng    là ổn định tiệm cận toàn cục trên   nếu      và    là ổn định 

tiệm cận toàn cục trên      {(                         } nếu      . 

(   . Tính chất không tuần hoàn của nghiệm 

Tiêu chuẩn Dulax [2] chỉ ra rằng mô hình (1) không có nghiệm tuần hoàn trên   . 
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Đây là mô hình có tính chất rất phức tạp.  Mới đây bằng cách sử dụng lược đồ sai phân khác thường chúng tôi 

đã xây dựng thành công mô hình siêu quần thể rời rạc tương thích động lực [1], tức là mô hình rời rạc bảo toàn các tính 

chất  (     (    của mô hình (1). Việc xây lược đồ sai phân khác thường cho mô hình (1) là rất phức tạp. Khó khăn 

chính là ở  bảo toàn tính chất ổn định toàn cục (  ). Để xây dựng lược đồ sai phân khác thường bảo toàn tính chất này 

cần sử dụng các kỹ thuật tinh vi và các tính toán rất phức tạp.  

 Trong bài báo này nhờ Định lý ổn định Lyapunov chúng tôi xây dựng lược đồ sai phân khác thường bảo toàn 

tính chất ổn định toàn cục của mô hình (1), nhờ đó nhận được lược đồ sai phân bảo toàn tất cả các tính chất của mô 

hình (1). So với cách chứng minh của chúng tôi trước đây, cách chứng minh sử dụng sử dụng định lý ổn định 

Lyapunov ngắn gọn và đơn giản hơn rất nhiều. Ở đây, không cần thực hiện các tính toán phức tạp và các kỹ thuật tinh 

vi. Cách tiếp cận này có thể được áp dụng cho các lớp bài toán  tương tự. 

 Trong phần II lược đồ sai phân khác thường bảo toàn các tính chất của mô hình (1) được xây dựng. Phần III 

trình bày các thử nghiệm số nhằm chỉ ra các kết quả lý thuyết là hoàn toàn đúng đắn. Phần kết luận và hướng nghiên 

cứu tiếp theo được trình bày trong phần IV. 

II. XÂY DỰNG LƯỢC ĐỒ SAI PHÂN KHÁC THƯỜNG 

Chúng tôi đề xuất lược đồ sai phân khác thường cho mô hình (1) ở dạng 

        

 
    (                           , (   

        

 
                             (      (     khi      . 

So với lược đồ chúng tôi đã xây dựng trước đây [1] lược đồ (3) đơn giản hơn, chỉ chứa một tham số    . Mục 

tiêu của chúng ta là xác định điều kiện đặt lên hàm mẫu số   đề lược đồ (3) bảo toàn các tính chất (     (    của mô 

hình (1). 

A. Tính chất hội tụ đơn điệu của tổng  (     (     (   

Định lý 1. Lược đồ sai phân (3) bảo toàn tính chất (    của mô hình (1) với mọi hàm   (   thỏa mãn. 

 (           (      (     khi      . (   

Chứng minh. Đặt            . Cộng vế với vế hai phương trình của (3) ta thu được phương trình sai phân tuyến 

tính với hệ số hằng số đối với    

      
  

    (    
   

  

    (    
   (   

Dễ dàng tìm được biểu thức nghiệm tường minh của (5) 

    (    
 

   
) (

 

   (    
)
 

  
 

   
  (   

Chú ý rằng nếu φ là hàm dương thì   
 

     (    
  (      Vì thế điểm cân bằng      

 

   
 là điểm cân bằng 

ổn định tiệm cận địa phương của phương trình sai phân tuyến tính (5).  Do đó nó cũng chính là điểm cân bằng ổn định 

tiệm cận toàn cục.  Kết hợp với (6) Định lý được chứng minh. 

B. Tính chất bị chặn 

Định lý 2.  Lược đồ sai phân (3) bảo toàn tính chất (    của mô hình (1) nếu hàm   (   thỏa mãn điều kiện 

 (      { 
 

 
    

 

            
  }         (   

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh định lý bằng phương pháp quy nạp toán học. Đầu tiên theo Định lý 1 thì lược đồ (3) 

bảo toàn tính chất (                (  . Do đó, với mọi giá trị ban đầu thỏa mãn (2) thì nghiệm của (1) đều thỏa mãn  

                          

Do đó để chỉ ra lược đồ (3) bảo toàn tính chất (    của mô hình (1) ta chỉ cần chứng minh với mọi giá trị ban 

đầu thỏa mãn (2) thì nghiệm của (3) đều không âm. Thật vậy, dễ dàng đưa lược đồ (3) về dạng lược đồ hiển dạng 

     
(                

      
    (   
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    (     
   

(   

Do hàm   thỏa mãn (7) nên từ (8) ta thu được         với mọi      . Ta cần chỉ ra         với mọi 

   và    thỏa mãn (2). Thế       vào biểu thức của        ta nhận được 

     
       

  (           
       

     
                     

    (     
   

Mẫu số của biểu thức       là     (       nên ta chỉ cần chỉ ra tử số là không âm. Đặt 

 

       
       

     
                   

  (        

     
      

thì   

     
                

    (     
  (    

Do           nên           
  (      

     
        

  

     
      Mặt khác, do         ta có 

         Do đó 

 

       
     

     
     = 

                         

     
   

      (              

     
      

Vì thế từ (10) ta thu được         với mọi    và    thỏa mãn (2). Từ đó  Định lý được chứng minh. 

C. Tính chất ổn định toàn cục của tập hợp điểm cân bằng 

Bằng cách sử dụng một định lý mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov [9, Theorem 3.3] chúng ta chỉ ra tính 

chất ổn định toàn cục của tập hợp điểm cân bằng.  

1. Trường hợp        

Trường hợp này trên tập    {(   }                    } mô hình (1) chỉ có duy nhất điểm cân 

bằng    (
 

   
   . Chúng ta cần xác định điều kiện đặt lên hàm φ sao điểm cân bằng    là ổn định tiệm cận toàn cục 

của phương trình (3), tức là      là ổn định tiệm cận địa phương và điểm hút toàn cục.  

Định lý 3. Nếu hàm   thỏa mãn các điều kiện của Định lý 2 thì điểm cân bằng     là ổn định tiệm cận toàn 

cục của phương trình (3) trên tập D. 

Chứng minh.  Sử dụng một mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov [9, Theorem 3.3] ta sẽ chỉ ra tính chất ổn 

định toàn cục của   . 

Xét hàm   (      (     
 

   
)
 

 trên tập   . Ta chỉ ra hàm  (     thỏa mãn 4 điều kiện trong Định lý [9, 

Theorem 3.3]  trên miền   (thay vì trên    vì ta chỉ xét tính chất ổn định toàn cục trên  ). Rõ ràng hàm  (     là liên 

tục trên   .  Hơn nữa 

1)   (       với mọi (       và  (       

2) Ta có  

  (         (             (         (           
 

   
)    (       

 

   
)   

 (                  (                   
  

   
)  

 

(    

Ta để ý rằng: Do tính chất (    của mô hình được bảo toàn nên với mọi giá trị ban đầu thuộc   và  (   

  (   
 

   
  thì 
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  (    

Tương tự, với mọi giá trị ban đầu thuộc   và  (     (   
 

   
  thì 

                            
 

   
                

 

   
  (    

Vì thế  từ (11),  (12),  (13) ta nhận được   (       với mọi (       . Do đó, điều kiện (2) của Định lý 

được thỏa mãn. 

3) Mặt khác, từ (11) ta thấy rằng   (       khi và chỉ khi (       {(   }           
 

   
} . Do tính chất (    

được bảo toàn nên trong trường hợp này ta có    = {(   }           
 

   
} . Ta cần chỉ ra     là   -ổn định toàn 

cục,  tức là      là ổn định địa phương trên    và với mọi giá trị ban đầu thuộc     thì (       )          khi       . 

Thật vậy: 

Nếu các giá trị ban đầu thuộc tập    , tức là thỏa mãn          
 

   
  thì từ (6) ta thấy nghiệm của (3) thỏa 

mãn          
 

   
 với mọi  , hay tương đương với     

 

   
    . Thế vào (5) ta thu được 

     
(              (

 

   
     

      
    

(         
 

   
)   

      
    

  (
         

 

   

      
)         

(    

Do   thỏa mãn các điều kiện của Định lý 2 nên     
 

 
 do đó 

         
 

   

      
   . Mặt khác do       nên  

         
 

   

      
    . Do đó, từ (14) suy ra       khi      , tức là     là điểm hút toàn cục. Bên cạnh đó, từ (14) 

ta  thấy 

     
   

(    
         

 

   

      
   (      (    

Do đó     là ổn định tiệm cận địa phương. Kết hợp với     là hút toàn cục nên nó là ổn định toàn cục. 

Mặt khác do tính chất  (    được bảo toàn nên rõ ràng    là là   -ổn định toàn cục. Từ đó điều kiện (3) của Định lý 

được thỏa mãn. 

4) Do tính chất (    được bảo toàn nên hiển nhiên mọi nghiệm của (3) đều bị chặn trên  . 

Như vậy, các điều kiện của định lý mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov được thỏa mãn nên    là ổn định toàn cục 

trên  . Từ đó định lý được chứng minh. 

2. Trường hợp        

Ta để ý rằng nếu xuất phát từ giá trị ban đầu      thì từ (5) ta nhận được nghiệm của (3) là  

              
         

    (     
   

Do đó dễ dàng chỉ ra trong trường hợp này (           và    là ổn định tiệm cận toàn cục. Vì thế trong 

trường hợp        ta chỉ xét giá trị ban đầu thuộc vào tập    {(   }                      }. Nếu 

       thì    là điểm cân bằng duy nhất thuộc vào   . Ta cần chỉ ra tính chất ổn định tiệm cận toàn cục trong    của 

    

Định lý sau đây được phát biểu và chứng minh tương tự Định lý 3. 

Định lý 4. Nếu hàm   thỏa mãn các điều kiện của Định lý 2 thì điểm cân bằng     là ổn định tiệm cận toàn 

cục của phương trình (3) trên tập    . 

Chú ý 1. Hàm  (     được xây dựng trong chứng minh Định lý 3 không thỏa mãn các điều kiện của Định lý 

ổn định toàn cục Lyapunov cổ điển trên tập {(   }           
 

   
}. Vì thế ở đây thay vì sử dụng Định lý ổn định 

Lyapunov cổ điển chúng ta sử dụng một mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov cổ điển. 
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Chú ý 2. Mấu chốt quan trọng trong chứng minh tính chất ổn định tiệm cận toàn cục của hai điểm cân bằng 

   và     là xây dựng được hàm Lyapunov (mở rộng). Trong trường hợp này, tính chất (    và (     có vai trò đặc biệt 

quan trọng trong việc xây dựng hàm Lyapunov.  Nói cách khác thì tính chất ổn định toàn cục của lược đồ sai phân có 

liên kết chặt chẽ với tính chất (    và  (    của mô hình. Nếu không có hai tính chất này thì việc chỉ ra hàm Lyapunov 

là cực kỳ khó khăn và phức tạp. 

Chú ý 3. Có thể áp dụng các kỹ thuật trong phần này cho các lược đồ sai phân mà chúng tôi đã đề xuất trước 

đó [1] để chứng minh tính chất ổn định toàn cục của tập hợp điểm cân bằng. 

D. Tính chất không tuần hoàn của nghiệm 

Nhờ tiêu chuẩn Dulax ta dễ dàng chỉ ra mô hình (1) không có nghiệm tuần hoàn. Đối với các phương trình sai 

phân việc chỉ ra tính chất không tuần hoàn của nghiệm phức tạp hơn rất nhiều. Tuy nhiên, do điểm cân bằng là ổn định 

toàn cục nên rõ ràng lược đồ sai phân (3) cũng không thể có nghiệm tuần hoàn. 

Tổng hợp các kết quả ta nhận được các lược đồ bảo toàn chính xác các tính chất cho mô hình (1). 

Định lý 5.  Lược đồ sai phân (3) bảo toàn tính chất (     (    của mô hình (1) nếu hàm   (   thỏa mãn 

điều kiện 

 (         { 
 

 
    

 

            
  }         (    

Chú ý  4. Có rất nhiều cách để lựa chọn hàm   thỏa mãn điều kiện (16), chẳng hạn ta có thể chọn hàm  

 (    
       

 
,     

 

  . 

III. CÁC THỬ NGHIỆM SỐ 

Trong phần này chúng tôi trình bày một vài thử nghiệm số nhằm chỉ ra rằng các kết quả lý thuyết nhận được 

bên trên là hoàn toàn chính xác. 

A. Trường hợp       

Xét mô hình (1) với các tham số                          . Trong trường hợp này          . 

Mô hình có hai điểm cân bằng là    (        và     (             , trong đó    là điểm cân bằng ổn định toàn 

cục, còn    là điểm cân bằng không ổn định. 

Nghiệm số thu được từ các phương pháp Runge-Kutta bốn nấc kinh điển (classical four stage Runge–Kutta 

method), phương pháp Runge-Kutta hiển hai nấc (two stage Runge–Kutta method) và phương pháp Euler hiển (explicit 

Euler  method) được biểu diễn lần lượt trong các Hình 1-3. Ta thấy rằng phương pháp Runge-Kutta bốn nấc không bảo 

toàn được tính chất nghiệm dương của mô hình. Phương pháp Runge-Kutta hai nấc và phương pháp Euler hiển có 

nghiệm dao động xung quanh điểm cân bằng    với biên độ dao động tăng dần. Khi xem xét nghiệm của mô  hình trên 

khoảng thời gian càng lớn thì dao động xảy ra càng mạnh. Nghiệm số thu được trong các trường hợp này không thể 

bảo toàn các tính chất của mô hình (1). Nói chung, các phương pháp sai phân bình thường như Runge-Kutta và Taylor 

chỉ bảo toàn tính chất của bài toán khi bước lưới được chọn đủ nhỏ. 

Nghiệm số thu được từ lược đồ (3) được biểu diễn trong Hình 4, ở đây ta chọn   = 5. Trong hình mỗi cặp 

đường màu xanh và màu đỏ tương ứng với một cặp nghiệm    và   .  Trường hợp này, lược đồ (3) bảo toàn các tính 

chất của mô hình (1). Tương tự như vậy, khi ta chọn bước lưới bất kỳ thì tính chất của mô hình vẫn được bảo toàn nhờ 

lược đồ (3). 

 

Hình 1. Phương pháp Runge-Kutta bốn nấc kinh điển với         (         (        
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Hình 2. Phương pháp Runge-Kutta hai nấc với      (         (        

 

Hình 3. Phương pháp Euler hiển với      (         (        

 

Hình 4.  Lược đồ (3) với bước lưới       
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B. Trường hợp       

Ta xét mô hình (1) với các tham số                       . Trường hợp này           . Mô 

hình có hai điểm cân bằng là    = (0.75, 0) và     = (0.2, 0.55), trong đó    là điểm cân bằng ổn định toàn cục, còn    

là điểm cân bằng không ổn định. 

Tương tự như trường hợp      , các lược đồ sai phân bình thường như Runge-Kutta hay Taylor chỉ bảo 

toàn được tính chất của mô hình khi bước lưới được chọn rất nhỏ. Nghiệm số thu được từ phương pháp Euler hiển với 

bước lưới       được biểu diễn trong Hình 5 và 6 tương ứng. Trường hợp này các tính chất của mô hình không được 

bảo toàn. Nghiệm số thu được dao động mạnh xung quanh điểm cân bằng     Cuối cùng, nghiệm số thu được từ lược 

đồ (3) với     được biểu diễn trong Hình 7. Các tính chất của mô hình được bảo toàn chính xác nhờ lược đồ (3). 

 

Hình 5. Nghiệm số thu được từ phương pháp Euler hiển 

 

Hình 6. Nghiệm số thu được từ phương pháp Euler hiển 
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Hình 7. Lược đồ (3) với bước lưới      

 

IV.  KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, lược đồ sai phân khác thường cho mô hình siêu quần thể được xây dựng. Tính chất ổn định 

của mô hình rời rạc được nghiên cứu dựa trên một mở rộng của Định lý ổn định Lyapunov. Nhờ đó chúng tôi xây dựng 

được lược đồ sai phân bảo toàn tất cả các tính chất của mô hình siêu quần thể. So với cách xây dựng của chúng tôi 

trước đó, cách xây dựng này ngắn gọn và đơn giản hơn rất nhiều. Ở đây, không cần thực hiện các tính toán phức tạp và 

các kỹ thuật khó. Cách tiếp cận này khắc phục được các hạn chế của các cách tiếp cận trước đó và có thể được áp dụng 

cho các lớp bài toán khác tương tự. Trong tương lai chúng tôi sẽ phát triển kết quả này để xây dựng các mô hình rời rạc 

bảo toàn các tính chất của các mô hình liên tục khác.  
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NONSTANDARD FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR NUMERICAL 

 SIMULATION OF A METAPOPULATION MODEL: USING THE  

LYAPUNOV STABILITY THEOREM 

Dang Quang A, Hoang Manh Tuan 

ABSTRACT — In this paper nonstandard finite difference (NSFD) schemes for a metapopulation model are constructed. The 

stability properties of the discrete models are investigated by the use of a generalization of Lyapunov stability theorem. Due to this 

result we have proved that the NSFD schemes preserve all properties of the metapopulation model. Numerical examples confirm the 

obtained theoretical results of the properties of the constructed difference schemes. The method of Lyapunov functions proves to be 

much simpler than the standard method for studying stability of the discrete metapopulation model in our very recent paper. 


