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TOM TAT: Mdt cong trén mién tham sé tam giac ké thira cic wu diém ciia B-spline mgt bién va mdt cong tham sé tir gidc, két néi
mém déo va phii hop cho mé phong cic bé mdt c6 hinh dang phirc tap. Do do, chiing dong vai tro quan trong va co trién vong trong
viéc mé hinh héa hinh hoc ciing nhuw hé tro thiét ké linh hoat. Bai viét nay dé xuatphufo‘ngphap tdi tgo cdc mdt cong trén mién tham
$6 tam gidc c6 bdc thap fir lwdi tam giac mé phong bé mdt ciia doi twong3D, cu thé la cdc mdt cong Bézier tam giac, B-patch Va B-
spline tam giac. Hudng tiép cin dira trén tdi hop manh hedi dé giam béc cia mdt cong tham sé tdi tao VA sir dung gidi thudt xdp xi
hinh hoc nhdm tranh gidi cdc hé phwong trinh tuyén tinh. M6 hinh dé xudt gom ba giai doan chinh: tqo ludi diéu khién, diwng mdt
cong va Xap xt hinh hoc. Sw hoi tu ciia phwong phap dé xudt ciing dwoc chitng minh vé mdt todn hoc va thong qua cac két qua thuc
nghiém. Hau het cde mdt cong tham s6 dwoc sir dung trong thiét ké hinh hoc cé bdc thap nén két qud dat dwoc trong bai viét nay c6
¥ nghia thuc tién.

Tir khéa: Si héi tu, tai tzo mat cong, mat cong tham sé tam giéc, tai hop manh, xdp xi hinh hoc.

I. GIOI THIEU

Mb hinh héa hinh hoc trong khong gian ba chiéu dong vai trd quan trong trong qua trinh mé phong, thiét ké va
tai tao bé mat cac ddi tugng vat 1y trén may tinh. Phan 16n cac d6i tugng dugc biéu dién trén may tinh thong qua mo
hinh lu6i da giac. M6 hinh nay cho phép xir Iy nhanh, tryc quan va hiéu qua khi hién thi, t6 bong bé miat cua ddi tuong
trong céc linh vuc nhu GIS, CAGD, dién anh, gidi tri... Tuy nhién, ludi da giac ciing c6 nhimg han ché nhu: khong co
kha nang phan biét cac phan thdy, khuat cua ddi tuong; khong nhan biét duoc cac dang dudng cong; khé xac dinh
chinh xéc vi tri cia mot diém trén bé mat ddi tuong; khong co kha nang kiém tra va cham gitra cac d6i tuong va kho
khan trong viéc tinh toan cac dac tinh vat ly [11]...

Trong khi d6, mé hinh mit cong tham s6 khong nhitng cho phép biéu dién bé mat mém muot voi do lién tuc
cao, 6n dinh, mém déo va diéu chinh bé mit cuc bd thong qua cac dinh diéu khién; ma con cung cép cac phép toan, giai
thuat chi tiét dé xac dinh vi tri cia diém bét ky trén bé mat mot cach chinh xdc va hiéu qua [9] Nho @6, bén canh viéc
biéu dién bé mit cta d6i tuong trén may tinh trong thyc hon, mat cong tham s6 con ¢6 vai trd déc Iyc cho cac tng dung
¢6 kha ning tuong tac véi bé mat cua ddi trong nhu: mé hinh hoa hinh dang cua ddi twong 4o, phat hién va cham, bién
dang bé mat, tinh toan phan lyc trong cong nghé VR; tai tao lai bé mat trong RE; 4nh xa mau nén, k¥ xao hoat hinh
trong CG; md phong bé mit dia hinh, xac dinh d6 cao, nép dut giy trong GIS; x4c dinh khdi lugng, dién tich bé mat,
thé tich, trong tim trong viéc tinh toan cac dic tinh vat 1y; tinh toan strc cing, do truyén nhiét trong phuong phap phan
t& hitu han,...

Viéc chuyén d6i qua lai giira hai dang biéu dién cho cing mot dbi tugng nham khai thac thé manh cua ca hai mo
hinh trén 14 mdi quan tim khoa hoc va ¢ nhiéu ing dung trong cac nganh cong nghiép tiém ning. Tai tao mit cong
tron tir ludi da giac van dang 1a mot trong nhimng linh vuc nghién ciru thiét thuc va ngay cang dugc (mg dung rong rii
trong CG, CAGD, dic biét 1a trong RE va VR. Tuy nhién, viéc mo hinh hoa mit cong tron tir mit lugi van dang 1a linh
vue kho khan va thach thirc vi phai d6i mét v6i cac vin dé nhu: giai hé phwong trinh tuyén tinh, tham sé hoa lué6i, xay
dung ludi diéu khién, tbi thiéu 15i dich chuyén, udc lugng mét cong,... Do d6, tai tao mat cong tron tu ludi da giac cod
hinh dang bét ky v&i d6 chinh xac cao van dang 1a nhu cau thyc tién va mbi quan tdm khoa hoc.

Hau hét, cac nghién ctru vé tai tao mat cong tron thudng tap trung vao ndi suy hodc xap xi cac mit cong tham sb
hodc méat cong phan manh vé ludi da gidc. Vi vay, cac mat cong két qua thu dugc thudong la mat cong phan manh [4,
14] hodc mit cong trén mién tham sb t&r giac nhu Bézier, B-Spline, NURBS [3, 6, 12, 15]. C4c phwong phép tai tao
truyén thong thudng ndi suy hodc xap xi cdc mit cong tham so tir gide [12, 15]. Do d6, dé biéu dién bé mit cua d6i
tuong c6 hinh dang tu do, cic phuong phap nay phai phan doan ludi tir gidc biéu dién bé mit thanh tap cac ludi con va
tai tao cac mat cong tr cac ludi con nay, sau d6 ghép ndi chung lai dé tao thanh mat cong tron hoan chinh. Cac mat
cong B-spline tir giac dugc tai tao bang cach giai cac hé phuong trinh tuyén tinh va ap dung k¥ thut binh phuong tdi
thiéu dé tang d9 chinh xdc. Sau do, cac B-spline nay dugc két ndi lién tyc dé tao nén mdt miat cong cd hinh dang bat ky
mo ti be mat cua dbi tuong thuc trén mdy tinh [12]. Mac du cdc phuong phap nay sinh ra nhitng mat cong ndi suy
hodc rat gan v6i cac diém dir liéu, song cac mat cong nay xuét hién nhiing gon map mo, nép gp hodc k& ho giita cac
mat cong lién ke, khong dugc tron mugt do bac cao. Mat khac, khéi luong tinh toan 16n va khé diéu chinh hinh dang
bé mat mot cach truc quan.
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Dé vuot qua cac han ché ndy, gan day cac phuong phéap dich chuyén lap lai dang dugc nghién ciru va mé rong.
Céc nghién ciru nay tai tao mit cong tron bang cach dich chuyén cac dinh didu khién sao cho mit cong di qua cac diém
dir liéu hodc hoi tu dan vé ludi da giac mo ta bé mat ciia ddi twong thuc. Khac véi phuong phap truyén thong, cac
phuong phap nay khong chi tranh dugc chi phi tinh toan do phai giai cac hé phuong trinh tuyén tinh ma con sinh ra
mdt loat cdc mat cong xap xi t6t bang cach cap nhat va thay doi vi tri cac dinh diéu khién duya trén két qua tinh toan
khoang céach giira cac diém dir liéu voi mit cong. Cach tiép can nay mac du da thu dugc két qua kha quan, nhung nhin
chung cac mat cong tai tao dugc thuong 13 mat cong phan manh [4, 14] hodc mat cong trén mién tham s tr giac [1, 3,
6, 10].

Mic di mit cong phan manh da tré nén phd bién va cho phép biéu dién bé mit da mirc v6i hinh dang bat ky,
nhung kh6 ¢6 thé tinh toan chinh xac vi tri cta tung diém trén bé mit ciing nhu kho diéu khién hinh déang bé mit mot
cach cuc bg. Voi nhimng dbi twong c6 hinh dang bét ky, chi doi hoi bé mat mém, muot khi nhin bang mit, khong can
tuong tac hodc xac dinh vi tri mot cach chinh xac 1én bé mit 601 tuong thi mat cong phan manh 1a mot giai phap hiéu
qua [7]. Tuy nhién, v&i nhitng ing dung doi hoi tinh toan chi tiét, chinh xac va co thé truy cap dén vi tri bt ky, nhim
hd tro cho kha ning tuong tac dén bé mat cua ddi tuwgng thi mét cong tham s6 1a sy Iya chon dang dén.

Céc mit cong trén mién tham s tir giac phd bién nhu: Bézier tir giac, B-spline tir giac, NURBS,... thuong c6
dang ttr giac, bon goc; do d6, ¢é mé ta bé mit phirc tap thi can phai ghép ndi lién tuc nhidu mit cong nay lai v6i nhau.
Néu két qua ghép ndi khong tot s& xuat hién cac vét ndi, nirt tai cac duong ndi, lam mat ty nhién cho bé mit can biéu
dién [9]. Ngoai ra, néu mién tham sé khong thé phan chia thanh céc tir giac thi loai mat cong tir gidc nay khong thich
hop cho viéc md phong bé mit ¢ hinh dang bat ky. Trong khi do, viéc phan chia mién tham sb thanh mot luéi phang
céc tam giac thuong tu nhién va dé dang hon rat nhiéu.

Mit cong trén mién tham sé tam giac ké thira cac vu diém cua B-spline mot bién va mit cong tham sb tir giac,
cho phép két ndi mém déo va phu hop voi bé mat co hinh dang bat ky. Mt khac, vi lugi diéu khién cua loai mit cong
ndy la ludi tam gidc, hay ludi khong cAu triic, nén cho phép biéu dién vé6i nhiéu mirc phan giai, phu hop v6i dang hinh
hoc phtre tap, ghép noi linh hoat va xu 1y hiu qua [5]. Ngoai ra, bac da thirc ciia mat cong tham s6 tam gidc thip hon
so voi bac da thie cua mat cong tham so tir giac nén tiét kiém chi phi tinh toan hon. Véi mot s6 wu diém dic thu, cac
mit cong tham sb tam giac, ddc biét 1a B-spline tam giac, dong vai tro quan trong va co trién vong trong viéc md hinh
hoéa hinh hoc cac bé mat ¢6 hinh dang phtrc tap cling nhu thiét ké linh hoat.

Mot sb nghién ctru cling da tai tao cac mit cong trén mién tham sd tam gidc nhu Bézier tam giac, B-patch,
Spline don hinh va B-spline tam giac [5, 8, 13],... Mac du cac nghién ctru nay da tao ra cdc mat cong tron toan cuc
nhung mot vai két qua khong thé diéu khién cuc bo hinh dang mit cong. Hon nita, vi str dung ludi dau vao nhu luéi
diéu khién ciia mat cong dich chuyén nén doi hoi sé dinh diéu khién phai bang s6 diém dir liéu. Néu dir liéu dau vao
16n s& cho mit cong tham sb két qua co bac rét cao, khi d6 xuat hién nhitng nhip nhé trén bé mat thu dugc va lam ting
chi phi tinh toan. Do dé, khong phu hop véi ludi tam gidc dau vao co sé diém dit liéu 16n.

Bai viét nay dé xuit phuong phép tai tao cic mit cong trén mién tham sé tam giac c6 bac thap tir ludi tam giac
mod phong bé mit ciia dbi tugng 3D, dong thoi chirng minh sy hoi tu ciia phwong phéap dé xuit. Hudng tiép can dya trén
tai hop manh ludi dé giam bac cua mit cong tham sb tam giac tai tao dugc, dong thoi sir dung giai thuat xdp xi hinh
hoc nhdm tranh giai cac hé phuong trinh tuyén tinh. Két qua phuc vu cho viéc tinh toan chi tiét, chinh xéac va hd tro kha
ning tuong tac cia doi tuong dugec mo phong trén may tinh. Tir d6 cho phép anh xa mau nén, phan tich sém va dé
dang cac dic tinh vat 1y cua bé mit, hd trg trong lap trinh gia cong, m6 phong, phat hién va cham, tao cac bién dang,...
Pay ciing 1a nhu cau cap thiét mang tinh thyc tién va c6 nhiéu ing dung, dic biét 14 trong linh vuc thiét ké va tao mau
ma san pham, cong nghé thuc tai 40 VR va cong nghé tai tao nguoc RE.

Phan con lai cua bai v1et gdm cac ndi dung sau: phan II trinh bay Ve tai hop manh ludi; phan |11 dé xuat phuong
phap tai tao mat cong trén mién tham s tam gi4c va chi tiét vé giai thuat xap xi hinh hoc; su hoi tu cua phuong phap dé
xuit dugc chimg minh & phan IV; phin V trinh bay cac két qua thuc nghiém; va phin cudi cing tém tit mot s6 két qua
quan trong dat dugc.

Il. TAI HOP MANH LUOI
A. Phén ménh lwgi

Phan manh lu6i cho phép biéu dién bé mit cua ddi twong thyc co hinh dang bat ky véi nhiéu mic phan giai
khéc nhau. Mot lu6i phan manh M bat ky dugc biéu dién boi M= (P, F), trong do6 P 1a tap cac dlem dir liéu va F 1a tap
cac mit da giac. Xét mot ludi ban ddu M° = (P0 Fo) trong mdi budc phan ménh i, lugi M' = (P' F) dugc ding dé sinh
ra lui min hon M = (P, F™), Day thuc chét 1a phép 4nh xa tir tap F' dén tap F™* va két hop voi phép bién doi
affine trén tap didm P'. Cac phép bién dbi nay thuong duoc mo ta bdi cac mat na hoac cac ma trén. Bét dau tir lusi M°,
bang cach thyc hién lién tiép cac budc phan manh thong qua cac mit na hay cdc ma tran bién dbi, cac lugi M, M2,
M?3,... 1an luot duge sinh ra va dan hoi tu v& mot mat cong tron dugc goi la mit cong phan manh [7].

Céc nghién ctru vé phan manh dé 1am min luéi da giac da dugc cong b va phat trién, bao gdm cac luoc dd phan
manh nhu [7]: Catmul-Clark, Doo-Sabin, Loop, Butterfly, Kobbelt,... Vi nhitng ving lué6i du tron muot (kich thuédce
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cac mat déu, dong nhét, cac goc giira hai mat lién k& da nho), cac luge dd phan manh khac nhau van cho két qua gan
nhu khé phén biét duge. Phéan manh Catmull-Clark, Doo-Sabin va Kobbelt thich hop cho céc luéi tir gidc va khong tot
dbi voi cac ludi dugce tir giac hoa tr ludi tam giac. Phan manh néi suy Butterfly tuy cho ludi két qua gan véi ludi goc
hon nhung bé mit lai khong t6t, dic biét v6i nhiing nep gap, phan sic nhon cta bé mat ludi thi phan manh Butterfly ¢
thé cho chit luong bé mat thap. Phan manh Loop t6t cho cac ludi tam giac va ngay ca voi nhitng ludi dugc tam giac
hoa tur luédi tr giac [7].

Vi Loop 1a phan méanh chén dinh x4p xi nén ludi tam giac thu duoc sau phan manh Loop s& c6 xu hudng co lai
so voi cac ludi 6 nhimg bude phan manh truge do [7]. Biéu nay ciing ¢ nghia 1a néu ap dung tai hop manh cho mot
ludi tam giac thi ludi thu duge sau mdi budce tai hop manh s& cé xu hudng phdng 1én va trg thanh bao 16i cua ludi nay
trude khi duge tai hgp manh. Mat khac, lwoc d6 phan manh Loop dugc xay dung dya trén co s¢ mat cong spline nén
mat cong phan manh giéi han 1a mét cong spline trén mién tham sb tam giac [2]. Py ciing chinh 1a phat hién quan
trong dé chon tai hop phan manh Loop trong hudng tiép can nham tho hoa ludi tam giac va sir dung ludi nay nhu ludi
diéu khién cua mit cong tham s can tai tao.

B. Tdi hop manh trén luéi tam gidac

Phén manh va tai hop manh 1a hai qua trinh nguogc nhau. Phan manh lam tang d6 phén giai cua dbi tugng, trong
khi d6 tai hop manh s€ lam giam d¢ phan giai cua dbi twong do. Do do, tai hop manh cho phép chuyén mot ludi goe
chi tiét thanh ludi thé hon, it dir liéu hon nhung van khong mit di dang hinh hoc va cau tric hinh hoc cia luéi. Didu
ndy giup tiét kiém khong gian luu tri, giam bang thong, phu hop cho cac Gmg dung d hoa trén thiét bi di dong va biéu
dién da mirc phy thudc vao diém nhin.

V6i phan manh xap xi Loop [2], khi 4p dung ti hop manh, luéi thu dugc s& c6 sé diém dir liéu giam va co xu
huéng phong 1én so v6i ludi trude khi tai hop manh. Do d6, ludi tam giac sau tdi hop méanh Loop phu hop cho viée
dung mit cong trén mién tham sb tam gidc khi s dung ludi ndy nhu ludi diéu khién hay bao 15 cua mdt cong, tranh
lam viéc trén da thirc bac cao, giam map mé ngoai mong muon cua mat cong tham so thu dugc. Tai mdi budc phan
méanh Loop, mdi tam giac thudc tdp mat F' cua ludi M' duge tach thanh bén tam gidc con. Tap dinh méi P cua ludi
phan manh M™* dwoc tao ra va chia thanh hai loai [2,7]: tap cac diém méi duge chén thém vao c4c canh (dlem canh) va
tap cac diém cii dugc hiéu chinh lai vi tri (diém dinh). Nguoc lai, dé xay dung ludi thd M' tir luéi min M™, can phai
tim ra mit na dé anh xa nguoc tap dinh P! thanh tap P'.

Nhéan théy khi thyc hién tai hop ménh, thong tin vé vi tri cac diém canh khong can thiét cho viéc xac dinh lai
céc dinh thudc tap P', do do cac diém canh nay thira va duoc loai bo. Trong khi d6, sau mdi budc phan manh Loop,
mot diém dinh méi thude tap P! duoc tao ra 1a két hop affine cia mot diém géc cili trong budc phan manh lién trude
d6 va cac dinh lién k& né; v6i muc dich 1a didu chinh lai vi tri diém géc cll nay dé tao cho luéi sau phén manh tron min
hon. Do d6 trong qué trinh tai hop manh, cac diém dinh can phai dugc giit lai.

Gia st vi tri cac diém dinh va lén can cua nod trong ludi M™* 1an luot g véi cac trong s6 a va 3. Dé tai hop
manh Loop, ta can xac dinh cac trong s& u va 7 tuong ung v6i o v B bang cong thirc nghich dao. Tu’ cong thirc xac

dinh cac diém dinh p' va cac 14n c4n cua nd trén lugi M™* ciia phan manh Loop [2], cac diém dinh p' cia luéi M' duge
xac dinh nhu sau:

p' —up'”+n2 Pt (1

2
115 (3 1 2 -
Trong d6, a=1-18; B=-| ——| —+—cos ulld ; = ° va n:a—l
l{s (8 4 80 —3 ( 3)
I (X—g

véi | dugce goi 1a bac cua dinh pi. Trong $6 o phu thudc vao | va dugc diung dé diéu chinh d0 mugt ctia mat cong
phan manh. Vi mat cong tham s6 tam giac bac n, sau i budc tai hop manh Loop 1én ludi diéu khién, bac ciia mét cong
ndy s& giam con n/2'.

I11. TAI TAO MAT CONG TREN MIEN THAM SO TAM GIAC

Phan nay trinh bay phuong phap tai tao cac mat cong trén mién tham s6 tam gidc c6 béc thap tir ludi tam giac
md phong bé mit ciia d6i tuong 3D. Hudng tiép can dya trén tai hop manh ludi dé giam béc cua mdt cong tham sO tam
gidc tai tao, dong thoi sir dung giai thuat xap xi hinh hoc nham tranh giai cic hé phuong trinh tuyén tinh. Phuong phép
dé xuét dugc phan thanh ba giai doan chinh:

e Tao ludi diéu khién: muc dich cta giai doan ndy 1a xir 1y luéi tam gidc ban dau va tao ludi diéu khién cua
mat cong tham so;
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e Duyng mit cong tham s6: giai doan ndy dung mat cong trén mién tham sé tam giac véi ludi diéu khién cua
mat cong 1a ludi thu dugc & giai doan 1;

e Xap xi hinh hoc: Tai méi budc dich chuyen giai doan nay s& sinh ra mot mat cong tham so. Mat cong nay
duoc so sanh d¢ Iéch cuc bo trén timg diém dit ligu dé xac dinh d6 chinh xac trong dich chuyén, dong thoi
dich mat cong hoi tu vé ludi dit liéu ban dau.

; e

/ Lurdri //
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Mat cong tham sé
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Trong mo hinh ti tao mat cong tham s6 thé hién ¢ Hinh 1, lu6i tam giac M ban dau duoc hiéu chinh va cap
nhat chu trac dé dugc ludi phan manh M°. Sau d6 4p dung luge dd tai hop manh Loop Ién ludi M° dé thu dugc ludi tho
M'. Luéi thé nay duoc sir dung lam luéi diéu khién dé xay dung mit cong tham sb S'. Sau d6 mat cong nay dugc xap xi
hinh hoc dé hoi tu dan vé lugi M ban dau. Cac giai doan cua phuong phap dé xuit duge cu thé nhu sau:

A. Tao lwéi diéu khién ding tdi lop méinh
Nhim téi tao cic mit cong trén mién tham sb tam gidc c6 bac thap véi hudng tiép can dua trén tai hop manh,
yéu cau ludi tam gidc ban dau phai dwoc hidu chinh va cap nhat cho phul hop véi diéu kién cua ludi didu khién cua mat
cong trén mién tham s6 tam giac va lugi phan manh. Dé thoa cac cac didu kién nay, ludi tam giac ban ddu cin qua cac
budce xur 1y sau:
e Hiéu chinh ludi: lugi M ban dau dugc hiéu chinh cho phu hop Voi ludi d1eu khlen cua mat cong. Vigc

hi¢u chinh thuong la xéc dinh vi tri va bd sung thém mot vai dinh dé du sé diém can thiét cua ludi diéu
khién mat cong trén mién tham s tam giéc;

e Cap nhat cdu truc ludi: sau khi hiéu chinh, ludi tam gidc M duoc cap nhat lai cau triic dé phu hop véi ludi
phan manh M°;

e Pon gian ludi dung tai hop manh: bang cach ap dung lwoc db tai hop manh Loop, ludi phan manh M° s&
duoc tai hgp manh sau i buéc dé tro thanh ludi thd M'. Nhu vay, luéi M' chinh 12 luéi M dugc thd hoa vei
kich thugc giam manh, s6 mat chi con lai 1/4 so véi luéi M™. Lué6i nay s& duoc st dung dé dung mat
cong & giai doan tiép theo.

B. Mt cong tham sé trén mién tam gidc
Mit cong trén mién tham sb tam giac S dwoc biéu dién boi phuong trinh tong quat nhu sau [5, 9]:
Fretu) = D) NP (u)p; (2)
jeV2
Trong d6, tham s6 ueR? duoc xac dinh trén mién tham sb tam giac; géc dinh diéu khién Pili=1.m tao thanh luai
diédu khién va c6 dang tam giac, vi cac chi s6 jeV? tao thanh ludi tam gide phing va dwoc xac dinh theo ba hudng u, v,
w theo toa dd tdm Barycentric; ham co s& er's‘t (u) bac r+s+t-2 xac dinh trén mién tham s tam giac va tép nut V2,

Ham N;*'(u) ciing c6 cac tinh chit twong ty nhu ham co s& ciia B-spline mot bién va mit cong tham s trén mién tir
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giac nhu [9]: don nha“itz khong am, cuc bd va dé quy... va la tich cua ba ham co so spline doc 1ap twong tng theo ba
huéng u, v, w véi bac lan lugt la r, s, t:

NIt u—J) = Nj (U= NG, (v—j)Nj (W= j,) 3)

Trong s cac mit cong trén mién tham s6 tam gidc dd dugc nghién ciru thi mdi dang mat cong déu c6 cac dic
diém riéng. Spline don hinh mdc du cho phép biéu dién bé mit tron mém toan cuc véi hinh dang bat ky nhung lai
khong cho phép diéu chinh bé mat thong qua céc dinh diéu khién. Mat cong G-patch cho phép diéu chinh cuc bo bé
mat nhung chi lién tuc C° khi két ndi [5]. Nhan thay cac mdt cong Bézier tam gidc, B-patch va B-spline tam giac c6
nhiéu vu diém nhu [5] bét bién affine, bao 161, diéu khién cuc bo, lién tuc, tron mém toan cuc, kha nang biéu dién bé
mit ¢ hinh dang bat ky... phtt hop cho cho muyc dich téi tao cic bé mat c6 hinh dang bat ky va c6 kha ning diéu chinh
hinh dang bé mit thong qua cac dinh diéu khién, thich hop cho mo phong va thiét ké trén may tinh. Do d6 chung toi
chon Bézier tam gi4c, B-patch va B-spline tam giac nhu 1d mit cong két qua tai tao. Trong d6, mit cong B-spline tam
gidc mic du chi phi tinh toan 16n va phirc tap nhung ¢6 wu diém 1a cho phép biéu didn bé mat c6 hinh dang tu do va
lién tuc mot cach ty dong giira cac manh cong ma khong can két ndi.

C. Gidi thudt xdap xi hinh hoc

Goi M°, M' va S' 1a cac luéi va mit cong tham s6 thu duoc sau khi thuc hién xong giai doan 1 va 2 trong md
hinh dé Xudt & Hinh 1, gié tri €13 dung sai cua qua trinh xap xi hinh hoc. Giai thuat xap xi hinh hoc cyc bd dé xuat
duogc bicu dien trén so do trong Hinh 2.

M M S .
¥
Tinh cac vector 167 &; Dwng mat cong tham sb S’
A A
Xéc dinh 16i trung binh ;:"M Tai hop manh lwéi M*

Fy

Xac dinh lwdi tam giac M*

¥

Mat cong
thamsd S

Hinh 2. Giai thuét xdp xi hinh hoc hoc.
Tai mdi bude dich chuyén tht k, cac budc thyc hién cua giai thuat xép xi hinh hoc & Hinh 2 cu thé nhu sau:
e Tinh céc vector I5i dich chuyéne! : tng véi méi diém dit ligu pyf - 1.m, xac dinh vector I3i €' . Pay chinh 1a do

léch gitra diém dit ligu p; va mat cong tham s6 S

e =|p; - )

e Xac dinh I3i trung binh z—:;vg : chinh 1 trung binh cong ciia cac vector 16i s';

m

2.
©)

e Xic dinh ludi tam giac dich chuyén M: sau khi xac dinh o Iéch gitra cac diém dit liéu p; va mat cong tham
s6 S', cdc diém dit liéu p; dugc dich chuyén dé tré thanh diém p;:

_1
m

avg -

* k
P; = P; +&; ©)
e Khi do, luéi M"1a lu6i tam gide duoc tao bai cac diém p’;

e Tai hop manh ludi M”: bang céch &p dung lugc dd tai hop manh Loop 1én lugi tam giac M, ta thu dugc luéi
thd M' sau i budc tai hop manh;
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e Dung mat cong tham sb S': s dung luai tho M' nhu luéi diéu khién, mat cong trén mién tham sé tam giéc S'
duoc dyung dya trén ludi diéu khién nay.

Trong qua trinh x4p xi hinh hoc, chu01 cdc ludi tam giac M” dugc tao ra va cac ludi nay dugc tho hoa thanh ludi
M. Tuong Gng, chudi cac mit cong tham sb S' lan luot cling dugc sinh ra. Cac mat cong nay c6 xu hudng hoi tu dan vé
lu6i ban dau. Qua trinh dich chuyén dimg khi 11 trung binh €avg bé hon dung sai & Cudi cting, mit cong tham s tai tao

dugc s& xap xi v6i cac diém dir liéu ban dau véi 18i trung binh nho nhat.

D¢ t6i thiéu hoa d¢ 1éch gifra cac diém dit liéu pjlj=1.m clia ludi M v6i mét cong tham s0 S', cac dinh didu khién
clia mit cong nay dugc diéu chinh vi tri trong mdi budc lap trong qua trinh xap xi hinh hoc. Di véi dang mit cong B-
patch va B-spline tam giac, cac vector nut cling dwgc cip nhat lai dé tang d6 chinh xac cho mat cong dugc tai tao.

IV. SUHQI TU CUA PHUONG PHAP PE XUAT

Dua trén phuong phap tai tao mat cong trén mién tham sé tam giac dé xuét, muc nay phan tich sy hoi tu cua mat
cong tham so tai tao dugc so voi cac diém dit liéu ban dau dé thay duoc tinh kha thi cia phuong phap.

Cho m dinh diéu khién Pili = 1.m- Cac dinh nay duoc dung dé dung mit cong tham sb S trén mién Aabc — R%:

Sw)P“w—ZNm@p (7)

JEV
Trong d6, tham s6 u eAabc, dinh diéu khién p” = p; vaham Nj*'(u)c6 tinh chat khong 4m hay N!*‘(u)>0

Ban dau, tir mit cong So(u), v6i mdi bude dich chuyén k = 1,2,... trong qué trinh x4p xi hinh hoc, ta thu duoc
mat cong S¥(u). Pé tao ra mat cong S“"(u) tiép theo tai budc k+1 thi cac vector 13i dich chuyén duoc x4c dinh nhu sau:

k k
€ =P -S (uj) (8)
Khi d6, cac dinh didu khién cua mat cong S“"™(u) tai bude k+1 tiép theo s& 1a:
k+1

P = b +e) ©)

va mit cong $“*1(u) x4c dinh trén mién tham s Aabc nhu sau:

S OEDILH Ol (10)
jev?
T cong thuce (7), (8) va (9), ta co:
glj<+1: pj_Sk+1(uj): pJ Z Nrst(u )pk+1 j_ Z er,s,t(uj)(pj!(_i_gli()
jev? jev? (11)
= (p; = 8" (U))) = 2 NJ* (U =€) = > N[ (u)g]
jev? jev?

Cong thirc (11) dwoc viét lai duéi dang ma tran:

[8‘1“1 K k*l] M[sl akm] (12)

Trong d6, M = | - N v&i |« 12 ma tran vudng don vi, N 1a ma trdn voi phﬁn tr 1a cac ham co s& NJ.r'S" (w=0
xéc dinh trén cac tham s6 u e Aabc va duoc biéu dién nhu sau:

NS*(u)  N*Y(uy) o NEY(uy)

N/ *(u,)  Ny°t(u,) ... NI*'(uy)

N = (13)

Nlrls't (um) N;&t (um) N;vs't (um)
Goi 4(u) >0, voi j = 1.m, la céc gia tri riéng ctia ma tran N. Vi cac ham co s6 N{**(u) c6 tinh chit khong am,

hay N{*‘(u)=0, nén 4(N)> 0.

m
Mit khac, cac ham co s¢ N[*'(u)co tinh chat don vi, hayz N{*'(u) =1, nén dang chuan |N| <lva

=1

0<A,<L Vj =0.m. Do d6, 0<, N <L Vj =0.m hay 0<L-2,(N)=2,(1 —N) =2, (M)<L Vj =
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Diéu nay thé hién rang can trén dang p(M) < 1, v6i p(M) = max{4}.
Vi vay, dang thuc (12) hoi tu, hay l!im a'j =0, tuong duong l!im Sk (u) = p;,Vj=1.m

Diéu nay chimg t6 mat cong S*(u) hoi tu vé cac diém Pili = 1.m ban dau.

V. KET QUA THU'C NGHIEM

bé thay dugc tinh kha thi ciia phuong phap tai tao mat cong trén mién tham s6 tam giac dé xuét, trong phan nay
chung t6i tién hanh thir nghiém cho ca ba dang mat cong gdm Bézier tam giac, B-patch va B-spline tam gidc. Cac két
qua dat dugc trén Intel Core i5 CPU 2.67GHz v4i 4GB RAM.

Goi i 1a s6 1an tai hop manh; k 14 s6 budc dich chuyén trong giai thut xap xi hinh hoc; &may , €avg V& N(%) lan
luot 1a d6 1éch 16n nhét, d9 1€ch trung binh va d6 hoi tu ciia mat cong so v6i cac diém dir liéu. Trong d6, N, dugc tinh

bang ti 18 phan tram ctia s6 diém dir liéu di qua mit cong so voi tong cac diém dir liéu cua ludi ban dau. Thong tin vé
ludi ban dau ding dé thir nghiém va cic dang mat cong tham sb dat duoc twong tmg thé hién trong Bang 1.

Bang 1. Cac mé hinh thyc nghiém va mit cong tham sb két qua dat dugc twong tng.

Dang mit cong Ludi ban du i ) .Th 5 Mit cong két qua
tai tao #diém #mat gian(s) #dinh #mat bdc
Bézier tam giac 4753 9216 2 |10 <« 325 575 24
B-patch 91 144 2 10 12 10 9 3
B-spline tam giac 453 832 2 | 10| 68 36 13 2

Bézier .
tam giac ¢

B-spline
tam giac

(a) (b) © (d)

Hinh 3. Téi tao cac mit cong tham s6 Bézier tam giac, B-patch va B-spline tam giac:
(a) ludi goc, (b, ¢, d) cac mat cong dat dugc so voi ludi goc sau k = 1, 5, 7 budce dich chuyén.

Hinh 3 minh hoa cac lu6i ban d4u va cac mat cong trén mién tham sb dat dugc so voi ludi gbe sau k=1, 5, 7
budc dich chuyen trong giai thuat xp xi hinh hoc. Nhan thiy sau buéc dich chuyén dau tién k = 1, 46 chénh gilta mat
cong tham s0 thu dugc va ludi goc con khé 16n, dic biét 1a phan bién cua mat cong va duong blen cua ludi goc. Tuy
nhién sau k = 5, 7 budc dich chuyén, phan b1en ctia mat cong dugc dich dan vé cac bién cua ludi gbe. Dong thoi cac
phan con lai cia mat cong nhu dugce * ‘gidn ra” va dich dan vé cac diém dir liéu cta lu6i ban dau. Su chénh léch ciia mat
cong thu dugc so voi ludi gbe cling giam ¢ bude dich chuyénk=5vak=7. Bang cach ap dung i =2 lan tai hop manh,
cac mit cong trén mién tham sé tam giac thu dugc sau qua trinh téi tao c6 bac thip hon nhiéu so véi viéc sir dung ludi
ban dau nhu lu6i diéu khién.
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diéu khién thi cdu hinh cac vector nut ciing anh hudng phan nao dén két qua cuia mit cong tai tao.

mién tham s6 tam giac c6 bac thip. Phuong phap dé xuét dat dugc mot s két qua sau:

Bang 2. D6 1éch 16n nhét €y, d6 1éch trung binh €avg va d0 hoi tu N, (%) dat duoc sau k bude dich chuyén.

K Bézier tam giac B-patch B-spline tam giac

Emax Eavg N (%) Emax Savg N(%) Emax Cavg N, (%)
1 | 0.012535 | 0.005366 | 68.869 | 0.038759 | 0.007678 | 41.340 | 0.050843 | 0.008605 | 54.736
2 | 0.009669 | 0.004061 | 79.749 | 0.023724 | 0.006053 | 63.013 | 0.042221 | 0.007084 | 74.096
3 | 0.005288 | 0.003751 | 87.790 | 0.020769 | 0.005641 | 69.739 | 0.038096 | 0.006174 | 82.127
4 | 0.006369 | 0.003168 | 95.083 | 0.015311 | 0.005053 | 76.889 | 0.027457 | 0.005305 | 85.873
5 | 0.006002 | 0.002406 | 95.972 | 0.008753 | 0.004758 | 81.810 | 0.022018 | 0.005075 | 87.022
6 | 0.005086 | 0.002018 | 96.828 | 0.008667 | 0.004166 | 87.157 | 0.012983 | 0.004735 | 89.266
7 | 0.003902 | 0.001623 | 98.567 | 0.006003 | 0.003900 | 88.918 | 0.010551 | 0.004356 | 90.549
8 | 0.002548 | 0.001602 | 96.289 | 0.004603 | 0.003720 | 90.464 | 0.008579 | 0.004136 | 91.004
9 | 0.002509 | 0.001482 | 96.319 | 0.004283 | 0.003487 | 93.771 | 0.006159 | 0.003895 | 91.480
10 | 0.002316 | 0.001253 | 97.956 | 0.004648 | 0.003234 | 93.971 | 0.004591 | 0.003516 | 92.417

Bang 2 thé hién chi tiét cac th()ng sO vé do léch va do hoi tu dat dugc trong qua trinh tai tao th()ng qua k =10
bude dich chuyén dau tién. Nhan thay rang cc d0 16ch gmax VA 8ayg ti 1€ nghich voi s6 bude dich chuyen k, trong khi do,
do hoi tu N, (%) lai ti 1& thuén voi k. Diéu nay cho thiy sau vai budc dich chuyén, mat cong tham sb thu dugc hoi tu
dan vé cac diém dit lidu cta ludi ban dau.
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B-spline
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Hinh 4. Anh hudng cua $6 budce dich chuyén k ddi v&i do chinh xéc cua mat cong tham sb tai tao theo:
(@) d6 16ch 16n nhét &y, (b) d6 1&ch trung binh Eavg Va () d0 hoi tu N, (%)

Hinh 4 cho thdy sy hoi tu cia mat cong tham s trong qué trinh x4p xi hinh hoc. Do 1éch 16n nhit va do 1éch
trung binh giam manh trong ndm budc dich chuyén dau tién (Hinh 4a, b), sau d6 6n dinh dan & cac bude dich chuyén
con lai va nam trong khoang 0.002 + 0.004 d6i v6i dd 1éch e va 0.001 + 0.003 d6i véi do 1éch &4 Trong khi do, do
hoéi tu N, (%) tang manh trong ba budc dich chuyén déu, sau d6 6n dinh dan va nam trong khoang 92% + 97%. Trong
d6 mat cong Bézier tam giac cho Kkét qua tdt hon hin véi do 1éch thép hon va d6 hdi tu cao hon. Diéu nay co thé giai
thich 12 do mién tham s6 cua Bézer tam giac khong cé cac vector nit tai cac diém goc. Do dé, ngoai vi tri ctia cac dinh

VI. KET LUAN

Duya trén tiép can tai hgp manh ludi dé giam bac cta mit cong tai tao cling voi gidi thuat xp xi hinh hoc cuc b
nham tranh giai cac hé phuong trinh tuyén tinh, bai viét d&€ xuat phuong phap méi cho phép tai tao CAC mat cong trén

. Khong phai giai cac hé phuong trinh tuyen tinh va x4p xi binh phuong t5i thiéu, dong thoi khai thac tinh don
gian va truc quan cta phuong phap xap xi hinh hoc;

e Bing cach ap dung luoc dd tai hop manh 1én lu6i tam giac nén mat cong dugc tai tao c6 bac thdp hon nhiéu
S0 V6i viéc str dung ludi ban dau nhu ludi diéu kién;

e Mat cong téi tao duoc |a cAc mat cong trén mién tham sé tam giac, nén cho phép biéu mém déo va diéu chinh
cuc by hinh dang mat cong thong qua cac dinh diéu khién. Dac biét, mat cong B-spline tam giac cho phép
biéu din bé mit tw dong tron mém toan cuc Vi hinh dang bat ky;

e Sy hgi tu cua gua trinh tai tao mat cong cling da dwoc ching minh vé mat toan hoc va thdng qua céac két qua
thuc nghiém dé thdy dwoc tinh kha thi cua phuong phéap d& xuit.

Mic du da thu duoc mot sb két qua ban diu, tuy nhién két qua nghién ciru van con mot s ton tai:

e Cac mat cong Bézier tam giac va B-patch duoc téi tao thuc chat 1a cac manh cong va hinh dang bé mat co
dang tam giac. Do do, dé biéu dién bé mat ¢6 hinh dang bat ky thi c4&c manh cong nay can phai duoc két ndi
lién tuc, day ciing 1a mot huéng nghién cuau tiép theo;
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e Do hoi tu khi tai tao cac mat cong tham sé B-patch va B-spline tam gidc chua cao. Diéu nay cé thé giai thich
la do két qua cua vige diéu chinh vector ndt trén mién tham s6 cia dang mét cong nay chua higu qua rd rét.
Day ciing 1a mot van d& ma va thach thirc khi nghién ciru vé B-patch va B-spline tam giéc.

Mt cong téi tao dugc la cdc mat cong trén mién tham sé tam gidc c6 bac thap, do d6 thich hgp cho viéc biéu
dien va thiét ke hinh hoc. Ngoai ra, ludi di€u khién ciia mat cong giam manh khi ap dung tai hop manh, do d6 két qua
nay con phu hgp trong nén dir liéu 3D, trao d6i dit liéu trén méi truong mang khong gidy va trén cac thiét bi di dong.
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THE CONVERGENCE OF RECONSTRUCTING SURFACES OVER TRIANGULAR
PARAMETRIC DOMAIN BASED ON INVERSE SUBDIVISION AND GEOMETRIC
APPROXIMATION

Le Thi Thu Nga, Nguyen Tan Khoi, Nguyen Thanh Thuy

ABSTRACT: The surfaces over triangular parametric domain inherit many interesting properties of univariate B-splines and
rectangular parametric surfaces, allow joining flexibly and suit arbitrary topological type. Therefore, they play an important role in
versatile designing as well as the prospect of geometric modeling. In this paper, a method for reconstructing surfaces over the
triangular parametric domain with the low degree is proposed, particularly triangular Bezier, B-patch, triangular B-spline. This
approach is that based on inverse subdivision scheme to reduce the degree of the reconstructed parametric surfaces and avoids
solving linear systems by using a geometric approximate algorithm. The given technique consists of three major steps as follows:
create control mesh, construct parametric surface and approximate the surface to the mesh. Its convergence is also proved. Most of
the low degree surfaces often employed in the geometric design, and then this result still has practical significance.

Keywords: Convergence, reconstructing surface, triangular parametric surface, inverse subdivision, geometric approximation.



